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SAVANA DIAZ Da HA ES 


Nello scorso anno presentavo al pubblico, a titolo di saggio, 
i primi Capitoli del Corso d’ Algebra Complementare che svolgo, 
già da una lunga serie d’ anni, nella R. Università di Bologna. 
L'accoglienza favorevole che codesto saggio, esaurito in pochi 
mesi, ha ottenuto presso gli studiosi, m’ incoraggia ora a pub- 
blicare una parte più estesa del Corso medesimo: esponendo in 
questo primo tomo quella parte che tradizionalmente viene detta 
“ Analisi algebrica ,, e cui spetterebbe piuttosto il titolo di “ intro- 
» duzione elementare allo studio delie funzioni. ., La seconda 
parte, comprendente la teoria delle equazioni algebriche, dovrebbe 

costituire la materia di um secondo volume. 


—_ 


Il lettore non cerchi, in queste modeste lezioni, più di quelle 


nozioni che, secondo l'ordinamento dei nostri studî, si possono 


S9 vers: cn } 3 7 
‘impartire in un primo corso universitario di matematica. Per 


P 


chi volesse acquistare cognizioni più estese, non mancano buoni 


“libri; basti accennare a due nostri, entrambi eccellenti, sebbene 
dettati con intendimento diverso: il Corso di Analisi algebrica 


, di ERNESTO CESÀRO, e le Istituzioni dî ALFREDO CAPELLI, € 


E 


ad uno francese, pure assai pregevole, l Introduction a la 


| théorie des fonctions di J. TANNERY. Lo scopo della presente 


LS . 


opera è più immediatamente didattico; nel redigere queste le- . 
zioni, più che della copia di materia che in esse si doveva 
comprendere, mi sono preoccupato di esprimere con chiarezza e 
di svolgere con precisione i concetti e le teorie più essenziali 
della scienza dei numeri: se da questo scopo i0 mi sia allon- 
tanato di troppo, giudichi il lettore. 

È per me doveroso di porgere qui vive grazie al mio assi- 
stente dott. Galvani, per l’opera efficace prestatami mella revi- 


stone delle bozze di stampa. 


Marzo 1906, 


L’ AUTORE. 
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ANALISI ALGEBRICA 











CAPITOLO PRIMO 


: I numeri razionali. 


Lilia i 


A - I NUMERI INTERI. ; 


1. Ammetteremo notii concetti semplici di unità e di 
*pluratità, e l'operazione del contare. Ammetteremo pure 
noti i nomi, detti dai grammatici numeri cardinali, 
> _ con cui si esprimono i risultati del conteggio, i segni, 
= _ detti cifre, con cui si rappresentano colla scrittura ed 
_ - _in forma abbreviata quei nomi, e le regole, dette della 
ZIE numerazione parlata e scritta, che servono a for- 
mare questi nomi e a rappresentarli per mezzo delle cifre. 

Contando gli enti di una pluralità, e supponendo che e 
* sia il nome comune a questi enti, enunceremo la succes- 


Da ; 

«è — sione 

Sal un e, due e, tree, quattro s,.... 
SA i (2) ° ossia 

ss 1 14€; 2, di E 4 E... 


2. Ma si può fare astrazione dal nome e, e si ha allora 
_ »— la successione dei numeri + - 


108) S apr szica 


Esaminando questa successione, vediamo che ogni suo 
elemento ammette un consecutivo, determinato in modo 
unico. Chiameremo operazione elementare dell’ Aritmetica 
quella per cui si passa da un numero intero al suo con- 


- 


secutivo. 











Di 


Rappresentando con una lettera un elemento qual- 
sivoglia della successione (I), l'elemento consecutivo lo 


rappresenteremo facendo seguire quella lettera dalla scrit- 
tura +1 (che si legge più uno). Così a + 1.significa il nu- 
mero () consecutivo al numero a; (a + 1) + 1 il numero 
‘(consecutivo ad a + 1, e così via. 

3. Se due lettere a e d rappresentano lo stesso ele- 
mento di (I), diremo che # numero a è uguale al numero” Db, 


e scriveremo: 
= 


Questa scrittura si dice uguaglianza. Si scorge subito 
che per l uguaglianza dei numeri valgono le seguenti 
proprietà, dette leggi caratteristiche del concetto di ugua- 
glianza: È 

1°) È sempre a=a (legge riflessiva dell’ ugua- 
glianza). | 

2°) Se è a =, sarà db =a (legge commutativa del- 
l'uguaglianza). 

3°) Se a=b e b=c, sarà a=c (legge transitiva 
dell'uguaglianza). 

4. Se le lettere a e d non designano lo stesso ele- 
mento di (I), uno dei due, ad esempio a, precederà l’ altro 
in quella successione. Si dirà allora che a è minore di b, 
e che dD è maggiore di a: ciò si scriverà nei due modi 


equivalenti : 
(<< DAPIOR VS) 


Abbiamo così introdotto il concetto di disuguaglianza 
dei numeri, concetto che ammette le seguenti proprietà: 


(*) Fino a nuova avvertenza ($ 10 e 12), con numero si deve inten- 
dere esclusivamente elemento della successione (I). 
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1°) Seè a<bèb>a. 

ZONCReno, dies DUO be Ce ECC COSÌ, Se 8. a > d 
(RSI » RI or 

D)rpesord=-:bxe!bractordi-ict e sejè a > bio 
biztert0l de = C. : 
d 4°) Se è a=b 0 b<c, è a<c; e se è a—=b e 
REC OSDITÀ 

5. Avendo indicato con a + 1 il numero consecutivo 
ad a, sarà (a + 1) + 1 quello consecutivo ad a +1; il 
consecutivo a questo sarà [(a +1) + 1] +1, e così via. 
Mediante la ripetizione dell’operazione elementare 
($ 2) si ottengono dunque i numeri che, nella succes - 
sione (I), seguono a di due posti, di tre posti,... di d posti. 
L'operazione che serve a formarli si dice addizione. 

Con addizione di b ad « s'intende 7 operazione per cui dal - 
l'elemento a della successione (I) si passa all’ elemento che lo 
seque di b posti nella successione stessa; cioè l’ applicazione, 
per 6 volte consecutive, dell’ operazione elementare. L’ ad- 
dizione di d ad a dà per resultato un numero che si dice 
somma di b ad a e si indica con a + d. Così: 


a + 2 è lo stesso che (a + 1) + 1, 
Ce iO e aaa pnt 


I numeri a e d si dicono addendi. 
Per definizione, si ha a +b>a. 
Dalla definizione di addizione di due numeri si passa 


a quelle di addizione di tre o più; così: 
(a+0)+c 


sarà il risultato che si ottiene dall’ addizione di c al risul- 
tato dell’addizione di d ad a. 


Ln Muto AI WI n. 
nd A 


a 


L’operazione ora definita ammette le seguenti leggi: 


1°) L’addizione di due numeri (e quindi di quanti 
si vogliano) ha sempre un risultato, il quale è unico. In 
altre parole l’addizione è operazione sempre possibile, ed 
univoca. 

2°) Si ha a+b5= bEa. (Legge commutativa). 

39) Siha(a+0)+c=a+(0+c). Il risultato unico 
delle due operazioni (a + d) + c ed a + (b + c) si scrive 
semplicemente a + d + c. (Legge associativa). (*) 

Oltre a ciò si osserva che: 

4) Se a>a',a+b>@a +b. 

59) Se a> a’, b>b,a+b>a' 4 Dd. 

6. In una somma di quanti si vogliano addendi, può 
accadere che questi siano uguali. L’addizione prende in 
tale caso il nome di moltiplicazione. Il numero degli addendi 
dicesi moltiplicatore, uno qualsivoglia degli addendi è detto 
moltiplicando, il risultato si dice prodotto. Se a è il moltipli- 
cando e d il moltiplicatore, il prodotto si indica con d.a, 
o semplicemente con ba. I numeri @ e d si dicono fattori. 
Moltiplicando il prodotto ab per il nuovo > moltiplicatore C, 
si ha il prodotto di tre fattori c(ba); così si DOSSOLa avere 
prodotti di quanti si vogliono fattori. 


(1) La deduzione di queste leggi (/eggî formali dell’ addizione) 
appartiene all’aritmetica dei numeri razionali, che si suppone nota 
al lettore e di cui “le presenti pagine intendono di dare solo un rapido 
riassunto, Per l’ accennata deduzione, vedi in. particolare G. Peano: 
Aritmetica generale e Algebra elementare, (38 1-6). 

Asgiungiamo solo che, a base della dimostrazione delle leggi del- 

l’addizione, come di altre proposizioni dell’aritmetica, sta il principio 
detto dell’induzione completa, il quale si enuncia: « Se il rumero 1 
« ammette una proprietà; e se, posto che un numero a ammetta co- 
« desta proprietà, questa è ammessa anche da «a + 1, allora tutti i 
« numeri di (I) ammettono la proprietà medesima ». 





- 








Dall'analisi di questa operazione si trova, in aritme- 
tica razionale ('), che essa ammette le seguenti proprietà 
o leggi formali della moltiplicazione: 

1°) La moltiplicazione di due o più numeri della 
successione (I) ha un risultato, ed uno solo, nella suc- 
cessione medesima. La moltiplicazione è cioè operazione 
univoca. 

2°) La moltiplicazione di a per 5 dà lo stesso risul- 
tato di quella di d per a, ossia dba = ab. (Legge commutativa). 

3°) La moltiplicazione di da per c dà lo stesso risul- 
tato di quelle di cb per a, ossia (legge associativa) 


c(ba) = (cb)a. 


Questo risultato si indica con cha. 
4°) La moltiplicazione di a + d per c dà per risultato 
la somma ca + cb (legge distributiva della moltiplicazione). Si 


ha cioè: I : 
c(a + bD) = ca + cb. 


Su queste leggi si fondano le regole che si danno in 


aritmetica pratica per l’ esecuzione delle moltiplicazioni. 
7. Dalla definizione della moltiplicazione segue + 


= 


vibl—:g. 


In base alla stessa definizione, 1.a non avrebbe signi- 
ficato. Per attribuire a codesta scrittura un significato, 
converremo di estendere a questo caso la legge com- 
mutativa ($ 6, 2°) e faremo quindi 


(1) V. Peano, op. cit., $ 7. 


pe — 6— \ 


Segue da ciò che in un prodotto, la presenza dei fattori 
uguali all'unità non ha alcuna influenza sul risultato. Ciò 
si enuncia dicendo che l’unità è modulo per la moltipli- 


« pa pa 


cazione. 
S. Un prodotto di r fattori uguali ad a si scrive a’; 
a" è la potenza r°"® della base a, ed r è l’ esponente? Si ha: 


19) OE dii de _ 


29) DELLE = ars. 





9. La risoluzione dei problemi aritmetici ci condurrà, 
come vedremo, a considerare la successione (I) come fa- 
cente parte di classi più estese di enti cui si darà pure 
il nome di numeri. Sia (C) una tale classe. 

Ad una operazione sugli enti della classe (0) si darà 
il nome di addizione quando questa operazione soddisfi alle 
seguenti Condizioni : 

a) di essere a risultato unico; 
b) di verificare la legge commutativa e la legge 
associativa; i 

c) di ridursi all’ addizione che si è già definita al 
$ 5, quando gli enti di (C) cui si applica si riducono ad 
appartenere ad (I). 

Così pure ad un’ operazione applicata agli enti di (C) 
si-darà il nome di moltiplicazione quando questa operazione: 

a) sia a risultato unico; 

b) soddisfi alle leggi commutativa, associativa e di- 
stributiva; o 

c) si riduca alla moltiplicazione definita al $ Pi... 
gli enti di (C), cui essa si applica, si riducano ad appar- 
tenere ad (I). 





PESnSsI 


a 


La convenzione, in forza della quale seguiteremo a 
chiamare collo stesso nome le operazioni che soddisfano 
alle stesse leggi, è detta principio di permanenza «+0 di con- 
servazione delle leggi formati (*). Di questo principio abbiamo 
già un esempio nel significato, attribuito nel $ 7, al pro- 
dotto 1 .a. Eccone un'altro esempio: 

Si sia contato con un’unità nominata e, formando 


così la successione di enti 


(2) RSI Fe A 


se, e solo seséè a=d. 
Dirò somma di due enti ae, be, ed indicherò con 


DESDE 


Vasi 


il nuovo ente (a + b)e, che si dirà ancora ottenuto dalla 
addizione di as e be. 
Ora si vede facilmente: 
a) come l’ operazione abbia risultato, unico, nella 
successione (x) stessa; 
b) come essa soddisfi alle leggi commutativa ed as- 
sociativa; 
c) come essa si riduca all’ addizione definita al $ 5 
se la successione (a) si riduce alla (I). In forza del prin-° 


* 


(1) È essenziale di notare che il nome di addizione e moltiplicazione 
è dunque dato, ne] caso generale, facendo'astrazione dalle definizioni origi- 
narîie che di quelle operazioni sono state date per il caso particolare 
della successione (I), e fondando invece sulle rispettive proprietà a) d) e) 
la definizione delle operazioni stesse nella classe estesa (C). 





: CERTI 


cipio di permanenza, è dunque legittimo il nome 


di addizione data all’ operazione ora definita. 

Se x.e f sono enti di una classe (C), l’addizione di 
a e f verrà indicata con «+ f, la moltiplicazione con 
x3 0d «. $. La scrittura « = f esprimerà che le due let- 
tere x e $ designano uno stesso ente di (CO). 

10. Una prima estensione della classe (I) si ha come 
segue. Un nuovo elemento o numero, che chiameremo lo 
zero e che indicheremo con 0, venga definito mediante la 
condizione. 
(a) OcEsle=="ho 


Ammetteremo che l’ elemento che gode di questa pro- 


prietà sia unico. 

Dal significato dell’operazione + 1 ($ 2) risulta che 
1 va considerato come il numero consecutivo a 0; e la 
nuova classe che considereremo, e che comprende la (I), 
sarà pertanto: 
(II) OSTIA. 


Per la definizione di maggiore o minore, data al $ 3 
per la successione (I) e che estenderemo alla (II), avremo 


che ogni numero di (I) è maggiore di zero, o che lo zero è > 


minore di ogni numero di (I). 
La definizione di addizione, data al $ 5 per la suc- 
cessione (I), si estende senz'altro alla successione (II). 
Per la legge 3* déèll’addizione ($ 5), Segue che: 


O0+a=a, 


per la precedente e la 2* del $ 5, che: 


pei 


=" as =354 


- 


Il numero 0 non altera quindi una somma in cui si 


+ 


VE SIR o Ly Vi Lao d ar ‘ tei Na mia éw % p_@ 3) + x“ ri be È è 
ti ro e rip = 


i! ù n 
» è 


le Marin 


- 


st i 


presenta come addendo; ciò si esprime dicendolo modulo 
dell’addizione. Questo ‘ modulo è unico, per quanto si *è - 
ammesso più sopra. 

Volendo trovare il significato di 0 +0 o 2.0, e in 
generale di DO, essendo d un numero di (I), noteremo che 
si ha (intendendo la moltiplicazione estesa alla succes- 
sione (II) secondo il principio del $ 9): » 


b(a + 0) = da + 00 
mentre a +0 =a, e quindi da + 0) — da. Ne viene: 
_ba + 00 = da 


e quindi 00 è il modulo dell’ addizione, cioè 


+ 


DOiZ:0. 
Ne viene ($ 6, 2°, e principio del $ 9) 


Ob} 


NI » 


Quindi un prodotto è zero se è zero uno dei fattori. 
Da » 
-(01+0)=0.1+0.0=0.0 . 
OF e 05E 30, 


si conclude: 
OO 


quindi un prodotto di due fattori è zero se sono zero i due 
fattori. grant 

Infine, notando che se a e d appartengono ad (1), è 
tale anche ab, concludiamo che: PERSE 
Condizione necessaria e sufficiente affinchè un prodotto sia 


zero, è che sia zero almeno uno dei suoi fattori. 


«e 


LANE 


Questa proposizione è il principio di annullamento () 
del prodotto. 

Alla scrittura a° la definizione del $ 8 non dà alcun 
senso. Per attribuirle un significato, converremo che sia 


omai 1 7 

Questa convenzione è conforme al principio del $ 9; 
infatti da essa risulta conservata la formula 1% del $ 8 
anche per il caso di r o s uguali a zero. 

Alla scrittura 0° non attribuiremo invece alcun si- 
gnificato. 

11. Dati due numeri a, d della successione (I), si può 


proporsi il problema di trovare un numero « tale che sia 
(0) a+a=b. 


L’ esecuzione del problema espresso dalla equazione (0) 
dicesi sottrazione di a da b. Il numero d si dice minuendo, 
a si dice sottraendo, x è la differenza. 

Il simbolo db — a servirà a denotare il resultato di 
questa operazione in guisa che formalmente sî avrà: 


a+ (0 — a) =b. 


Se è b > a, il problema ammette una soluzione nella 
successione (I) per la definizione stessa dell’ addizione; in 
altre parole, d — a ‘esiste nella successione (I). 

Se è b= a, la soluzione del problema (0) è data dallo 
Zero; ciò consegue dalla definizione stessa (a) dello zero. 
In questo caso, b — a esiste dunque nella successione (II). 


& 


(1) Si usa spesso il vocabolo nullo invece di zero. 





na a 


12. La (II) dà una prima estensione della succes- 
sione (I). Un’ ulteriore estensione si può ottenere come 
segue. Un nuovo elemento, o numero, che si indicherà 
con 1’, sia definito da: 


(c) rea 


ammetteremo inoltre che l’ elemento così definito dalla (e) 
sia unico. Un altro elemento, o numero, 2’, sia definito da 


ATA e 


un altro 3’ sia definito da 3' +1= 2’, e così via. Per la 
definizione dell’operazione elementare + 1, veniamo cioè 
ora a considerare la successione come estesa indefinita- 
mente a sinistra, ed 1’ sarà l’ elemento che precede imme- 
diatamente lo 0, 2° quello che precede immediatamente 1’, 
3’ quello che precede immediatamente 2’, e così via. Avremo 
così la nuova successione, ampliamento di (I) e di (II): 


(II) MOLA RO AISNA 


Daremo il nome di numeri a tutti gli enti della suc- 
cessione (III), e la chiameremo successione deî numeri 
interi; e per distinguerli da quelli della (I), diremo questi 
numeri (interi) positivi, e numeri (interi) negativi invece gli 
elementi 1’, 2’, 3’... ora introdotti. La 1’ si dirà unità 
negativa. 05” 

La definizione di maggiore e minore, introdotta al $ 4, 
si estenderà senz’altro alla successione (III); ciò permette 
di concludere: | 

1°) che ogni numero positivo è maggiore di qua- 
lunque numero negativo; 

2°) che ogni numero negativo è minore dello zero, 
e di qualunque numero positivo. 


È «i * 6 
TA 


a 


EEA IE 


Diremo 1’, 2°, 3‘,.. rispettivamente contrarî, ad 1, 2, 3,... 
e viceversa; talchè ad ogni numero positivo ne corri- 
sponde uno contrario negativo, e inversamente. 

Contrario dello zero, è lo zero stesso. 

._Due numeri contrarî si dicono avere lo stesso valore 
assoluto (v. $ 16). 

Nei due paragrafi seguenti (in via affatto provvisoria) 
indicheremo con a, bd, c,... i numeri positivi, con da’, d', (/,... 
i corrispondenti negativi. peri 

13. Passiamo a considerare l’addizione per i numeri 
della successione (III). 

Qui avremo da distinguere varî casi: 

1°) Il caso ; 
% a+bdb, e 0+ 


è gia conosciuto, dai $$ 5 e 10. 
2°) Al caso 


è 


/ 


a'+ db 


- 


si applica senz’ altro la definizione del $ 5; il risultato 
a’ + b dell’addizione di d ad a’, è i numero che segue a' di db 
posti nella successione (III); cioè il risultato dell’ applica- 
zione, per d volte successive, dell’ operazione elementare. 

3°) La definizione del $ 5 non si applica all’ addi- 
zione di d’ ad a. Se però ad un’operazione deve convenire. 
il nome di addizione di 2’ ad a, dovrà, per il principio di 
permanenza, valere la legge commutativa. Si è quindi con- 
dotti a definire questa operazione mediante l’ uguaglianza 


>” 


a+b'=b + a, 


riconducendosi così al secondo caso. 
4°) Si ha 
a+ = 








- Pao - i k 
5°) Sia infine l’addizione «’ + 2’. La definiremo me- x 

_ diante l’ uguaglianza È 
, ge , sf 

a'+b=(a +0), ; 

dalla quale si verifica facilmente come siano conservate E: 


tutte le leggi formali dell’ addizione. o” 
14. L’addizione a’ + d si eseguisce in ogni caso me- 
diante una sottrazione ($ 11). 
Sia infatti 6 > a. Si può allora ($ 11) determinare un 
numero c, o db — a, tale che sia 


bra AI . 


ne viene, applicando le leggi formali: 


Pet 


a+b_=a' +a+c=c. > 
Onde I 
d'+ b= bd — dem 5 

Sia b= a; allora è a +0=0. x 

Sia infine 6 < a. Si può allora determinare c, od a — 5, 
tale che a = dD + c, onde ($ 13,=49) a —=d + ce, e quindi 

: 
i +b=b+c+b=b+b+c = 
ossia | 
a'+b=(da— db. 

Abbiamo quindi la possibilità di eseguire, in ogni caso 
la somma dei numeri della successione (III). 

15. Abbandoniamo ora la notazione posta-alla fine del 
$ 12, per la quale a, b,... erano numeri positivi, a’, bi loro 
corrispondenti negativi; più generalmente, indichiamo ora 
con aq, d, c,.. numeri qualsivogliano della successione (III), 
con a’, d', c',... i rispettivi loro contrarî (positivi o negativi 
secondo che a, b, c,... sono negativi o positivi). Il problema © 
che ha per oggetto di trovare un numero @ tale che sia 


At ib, 


i 
TI i = rav 
e ix de 
e i " e 
ot ; : 3 s < st; 
e a D A - 0 





“= 


— 14 — 3 


- 


essendo a e b numeri dati, si dice sottrazione di a da bd. 
Il risultato (differenza) si indica con d — a. 

Il problema è possibile in ogni caso, e la sua solu- 0° 
zione è data da b + a’. Infatti per le leggi formali: 


n 


d a+f(b+a')=a+b+a'=a-+a'+b=b. 


& 


Talchè, in ogni caso: = 
b+a' =b—a. 
In particolare se d —0, 
; a'=0—a 
o sottintendendo lo zero: 


aid : 
lcd 


- 


La scrittura 0 — a, o (sottintendendo lo zero secondo 
l’uso) la scrittura — a può pertanto servire ad ‘indicare 2 
il numero contrario di a. Abbandoneremo quindi la nota- 


zione coll’accento (!) e scriveremo — 1, — 2,... al posto 
di 1’, 2’,.. Così, ad esempio, il'contrario di — 1 è 
14; 


così pure, si ha 
SC) 2309, 


ecc. La successione (III) si scriverà d'ora in poi: 
(III) ode) le 
La scrittura +a sta per 0+ a ed ha ($ 10) lo stesso 


significato di da. 


(*) Questa notazione verrà però ancora usata in qualche dimo- +20 
strazione, in cui essa possa giovare alla chiarezza (ad es., nel $ 17). 
» 


e et PRA NI LI RT REI 
iii A dec 


tota do 


- x 
n 


ni BOTA a 


16. Di un numero a della (III) si dice valore assoluto 
il numero stesso, se positivo, il suo contrario, se negativo. 
Il valore assoluto di a si indicherà con |a |. 

Così ad esempio: 


\3]=8, |&|=|—8|=8, |5—3|=2, 
s—-b|=|-2|=2. 





In ogni caso, si ha: 
[a 4 6|<|a|+[5] 


dove il segno = vale se a e 5 sono entrambi positivi 0 
negativi, il segno < se uno è positivo, l’altro negativo. 

17. Peri numeri della successione (III) definiremo la 
moltiplicazione fondandoci sul principio del $ 9. Ammet- 
teremo dunque che esista peri numeri della detta succes-, 
sione un tal modo di combinarli, che diremo moltiplicazione, 
che coincida con quella operazione definita ai $$ 6, 10 se 
i numeri sono positivi o nulli, e che in ogni caso soddisfi 
alle leggi formali del $ 6 e alla legge di annullamento 
del prodotto. Ciò basterà a dare il risultato di qualunque 
moltiplicazione fra numeri della successione (III). 

Possiamo intanto formare il prodotto di due unità. I 
casi possibili sono quattro: 


Epi E RO Qpr ea 


Il primo caso dà il'risultato noto 1,il terzo non° dit- 
ferisce dal secondo per la legge 2*. Rimangono quindi da 
esaminare il secondo ed il quarto. Ora, per la legge distri- 


butiva, 
stereo ste ei 
ma: 
Ei TI 





e er iO i o ea 


COSE 
(1 +4) LEZIETSS ee 
ma dA ELA 
A1+1),1=0.1/=0, 
onde: 


IGOR n RA 
Si è ritrovata così la nota regola dei segni. 
Gonosciuto così il prodotto di due unità, la legge distri- 
butiva permetterà di eseguire il prodotto di due numeri 


qualunque. Ad esempio: 


I SERA, Cor l+iv+4l+1)= 


—=1l.l'+1.1’+.. (quindici volte) ; 
ossia: 
(ep) —A1b55* 
"così pure: * 
CDESAZIOENDO A SRI 
= 1’/.1'+1’.l’'+.. (otto volte) 
ossia: 


(-2)(-4=8 


18: Dal paragrafo precedente segue che un prodotto 
di più fattori della Successione (III) è positivo o negativo, 
secondo che. il numero dei MIDI negativi del prodotto 
è pari o dispari. 


LI 


La potenza di un numero negativo è positiva o nega- 


tiva secondo che l'esponente è pari o dispari. - 
Come conseguenza, (— 1)" significa +1 se m è pari, 

— 1 se m è dispari. : 
19. Si ha in ogni caso che |ab|=|a]|]d]. 


. © 20. Le operazioni di somma, moltiplicazione e sottra- 
zione si dicono razionali intere. Un complesso di tali ope- 
i 


razioni si dice funzione razionale intera. 










TS} | SALT, Lo 


| Dalle cose dette nei paragrafi precedenti si conclude 


. che “ ogni funzione razionale intera eseguita su numeri 


» dati interi, ammette come risultato un numero intero, 
» unico e determinato ,. 
21. Combinando le osservazioni del $ 16 e del $ 19, 


si conclude che “ il valore assoluto del risultato di uny 


n Complesso di somme e moltiplicazioni eseguite su più 
» Dumeri interi, è minore o al più eguale al risultato che 
» Si ottiene eseguendo il medesimo complesso di somme 
» © moltiplicazioni sui valori assoluti dei numeri stessi .. 
* 22. Dalle definizioni dei $$ 4 e 12 risulta immediata- 


mente che se, è b < c, si ha a+5<—a+c, qualunque 


siano i numeri a, d, c, della successione (III). 


Così pure, se db =c, ed a è positivo, risulterà ab " ac; 
se a è negativo, sarà ab — ac. ° 
v 


. B - LA DIVISIBILITÀ - LE CONGRUENZE. 


23. Dato un numero n positivo, lo si moltiplichi per 
tutti i numeri della successione (III). Si otterrà la nuova 
successione 


N (- a ia Da, 0, 3 2,305. 


Ali elementi di questa successione sono i multipli di n. 

Si dice anche che ogni elemento di (IV) è divisibile per n, 

ed n si dice divisore o fattore di qualunque numero appar- 
tenente alla (IV). ì 

Di due numeri a e d della (IV), è minore ($ 22) quello 
che precede l’altro nella successione stessa. , 

Dalle leggi delle operazioni stabilite nei paragrafi pre- 


cedenti risulta che le operazioni di addizione e sottrazione 


Lo 
2 





d 1 


si ini Mariae 


Sia SR 


su numeri della successione (IV) riproducono numeri della 
successione medesima; in altre parole, la somma di due 
multipli di n è pure un multiplo di n, e così la loro diffe- 
renza. i 

24. Dato il numero positivo », ed un numero qua- 
lunque a della (II), si può proporsi il problema seguente : 

Trovare un numero x, che moltiplicato per » riproz 


duca a; o in altri termini, risolvere l’ equazione 


(1) nx =a. 


Intanto, è chiaro che se a appartiene alla succes» 
sione (IV), il numero x è subito trovato: si vede pure 
che esso è positivo o negativo secondo che lo stesso a è 
positivo o negativo. Se invece a non appartiene alla suc- 
cessione (IV), x non esiste nella (III). | 

L'operazione per cui, dati a ed n, sì cerca la soluzione 
della (I), viene detta divisione; a è il dividendo, » il divi- 


sore, x il quoziente. Il quoziente si rappresenta col sim- 
o] : i 
bolo prc talchè, formalmente, si ha 


A 
le i 
mn è 


, : a RAIL 
Conviene però notare che n PD ha significato, per 


) È. | ; 
ora, se non nel caso in cui a sia multiplo di n. 
25. Quando a non appartiene a (IV), si possono sempre 
trovare due elementi consecutivi di (IV), gqne(g+1)n, 


tali che sia di 
x gqnza<(q+1)n. 


Il numero 9g è determinato senza ambiguità dati a 


ed n; esso si*dice quoziente intero della divisione di a per n, 


TR URRMDI + fd ; pia 
e si indica spesso con h(5). La differenza a — qn si dice 








SUI 


resto della divisione di a per n. Nel caso in cui a sia divi- 
sibile per n, il resto della divisioné è zero. 

Talvolta, in luogo di g (quoziente per difetto), conviene 
considerare q +1 (quoziente per eccesso); il numero nega - 
tivo a — (g9 +1) si dice allora resto per eccesso. 

26. A questo punto, conviene ricordare dall’ aritmetica 
elementare : x 

| 1°) che dati due o più numeri, esistono e si sanno 

trovare il loro massimo comune divisore ed il loro minimo 
comune multiplo ; ‘ 

2° che due numeri, il'cui m. c. d. è l’unità, si dicono 
primi fra loro; il loro m. c. m. è allora il loro prodotto; 

3°) che i numeri si dividono in primi (assoluti) e 
non primi, e che questi ultimi si possono porre, in un sol 
modo, sotto forma di prodotto di fattori primi; 

4° che se un numero è divisore di un prodotto di 
due fattori ed è primo con uno dei fattori, esso.divide 
necessariamente l’altro fattore (teorema d’ Euclide). 

27. Due numeri a e d sì dicono congrui fra loro rispetto 
al numero n, quando i resti delle divisioni di a e di d 


per n» sono uguali. Ciò si esprime mediante la scrittura, 


(2) Ud LO n) 


L : Ù 1 
+ che si legge “ a congruo a d rispetto al modulo n 


7a 
La scrittura (2) dicesi congruenza; a ne è il primo, 


b il secondo membro. Essa equivale a 
x a=hln+r, b=kn4+-r. 


La scrittura a = 0 (mod. n) significa che a è divisi- 
bile per n. 

28. Dalla definizione della eongruenza risultano le 
seguenti proposizioni, la cui dimostrazione è immediata: 





1°) Se a e d sono congrui rispetto ad n, a — db è 


divisibile per ». Reciprocamente, se a —d è divisibile 
per n», a e d sono congrui rispetto al modulo n. 
2°) Due numeri congrui ad un terzo sono congrui 
fra di loro, rispetto allo stesso modulo. * 
8°) Aggiungendo ad ambo i membri di una con- 
gruenza lo stesso numero, le somme sono ancora congrue. 
4° Due ‘congruenze rispetto allo stesso modulo, 
sommate o sottratte membro a membro, danno una nuova 
congruenza rispetto a codesto modulo. 
5°) Moltiplicando ambo imembri di una congruenza 
per lo stesso numero, i prodotti sono ancora congrui. 
Possiamo ancora dimostrare i seguenti teoremi: 
6°) Due congruenze rispetto allo stesso modulo, mol- 
tiplicate membro a membro, danno una nuova congruenza 
rispetto allo stesso modulo. 
Abbiasi infatti 


a= bd (mod. n), a =d' (mod. n). 
Ciò equivale ad 


a=b+kn, a =b+k"n, 
e moltiplicando membro a membro 
aa’ = bb' + (kb' + k'b 4 kk'n)n, 


cioè Ja differenza aa’ — db' è divisibile per n, e quindi (1°) 
aa' è congruo a db’ rispetto al modulo n. i 

7°) Se i due membri a, d della congruenza (2) sono 
divisibili per uno stesso numero d, il quale sia primo col 
modulo n, dividendo i due membri per d si ottiene una 
nuova congruenza rispetto al modulo n. 


e © 
+ 
; 





OT 


Se è infatti 
dI dd 
si ricava dalla (2) 
d(a' — b')= kn, 


onde kn è divisibile per d. Ma d è primo con », perciò 
($ 26, 4°) d divide x; posto K = dW’, si ha 

a'—-b'=%k'n, ossia a'=!' (mod. n), 
orga a bea E 


Se d non è primo col modulo, la divisione dei due 
membri per d può condurre a risultato inesatto. Così si ha 


33=21 (mod. 12), 4, 


mentre dividendo i due membri per 3, i quozienti 11 e 7 
non sono congrui rispetto al modulo 12. 

29. Ogni numero di (III) è evidentemente congruo, 
rispetto al modulo n ad uno dei numeri 


Det as zo ne ele 


I numeri di (III) si possono quindi distribuire nelle 
n successioni, scritte in linee orizzontali : 


e (2a, (—1)n, 0, n, 2n, Sa 
ue (2) +1, ba +1; 1, Ad E E CA ROL esa o 
.—. —Nn_-1, —1, n 1, 2n—-1, 8n—-1, 4n-1,. 


Prendendo arbitrariamente » numeri, colla sola con- 
dizione che due di essi non appartengano alla stessa suc- 
cessione nello specchio precedente, si ha ciò che si chiama 
un sistema completo non congruo rispetto ad n. 

30. “ In ogni progressione aritmetica di ragione a, 
n termini consecutivi formano, se n è primo con a, un 
sistema completo non congruo rispetto ad n. 





SIRO 


Abbiasi infatti la progressione 
C; C+ dj C424,,.. c4+ (n 1)a. 


Se fosse 


c-+ ha =c + ka (mod. n) 


h e k essendo differenti e compresi fra 0 ed n — 1 inclu-. 
sivamente, ne verrebbe 


(f — kja= 0 (mod. n), 


cioè (A — k)a sarebbe divisibile per n. Ma a essendo primo 
con n, f — k dovrebbe essere divisibile per n, il che è im- 
possibile, poichè 7 — k è differente da zero ed è certa- 
mente minore di n. 

Segue dal teorema precedente: 

1°) che fra i numeri c + ha, (£h=0, 1, 2,....n—_ 1), 

uno, ed uno solo, è divisibile per n. 

42° che i numeri 


a, 2a, 3a,.. (n— 1)a 


sono congrui, all'infuori dell’ ordine, uno per uno, ai nu- 


meri 
è 


1 RO IE 


3°) In particolare, se a è primo con n, vi è un 


A 


numero ed uno solo a compreso fra 1 ed n — 1 (inclusi- 
vamente) tale che 


(3) 


) 


ax = 1 (mod. n). 


Questo numero si dirà coniugato di a rispetto al 
modulo n. ; 

4°) Abbiasi l’ equazione di primo grado a due inco- 
gnite: 


(4) ax +.by'=c, 








dove a, b e c sono primi fra lero. Se a e % hanno un 


fattore comune, non possono esistere soluzioni intere per 
l'equazione, come si scorge facilmente. Se invece a e d 
sono primi fra loro, si ricava dalla precedente 


O —- dX 
Pa IO 


Ò 
» 


e dando ad x i valori 0, 1, 2,.. db — 1, si avrà una=-%, 
ed uno solo, tale che ce — ax risulti divisibile per 5. Viene 

così un valore intero y per y. Questa coppia DU y=Y 

dà una soluzione in numeri interi dell’ equazione (4), di cui 

tutte le altre soluzioni intere sono date da x + Kb, x — Ka, 

essendo 4 un numero intero arbitrario. 

31. Dato il numero positivo n, consideriamo, fra i 
numeri positivi minori di n, quelli primi con esso: com- 
prendendo fra questi anche l’unità. Siano 5, = AA 
questi numeri; il loro numero si suole indicare con (n) (*). 
Così 9(6) = 2, 9(60) = 16. | 

Se a è primo con n, i numeri ab,, ab,,... sono congrui, 
all’ infuori dell’ ordine, ai numeri d,, b,,... Infatti ogni pro- 
dotto ab, dà un resto 7, primo con n», come si riconosce 
Subito. Inoltre, due prodotti ab,, ab, non possono dare lo 
stesso resto, poichè ne verrebbe 


Lf 


ab, = ab; (mod. n) 
e quindi ($ 28, 7°) ; 
bs = b; (mod. n) 
il che è impossibile se db, 0, sono differenti ed inferiori 
| ad n. i 


(1) Questo numero (n), che dipende univocamente da n, è una 
; ; : . do _Laa 
funzione aritmetica di n, detta funzione di Gauss. 


32. La funzione o(n) gode della seguente proprietà: 


“ Se a e b sono due numeri primi fra loro, si ha 


p(ab) = pla)o(0) n. 


Sia infatti m = ag +r un numero primo con ab, posi - 
tivo ed inferiore ad ab. È chiaro che 9g è minore di b, e 
che r è minore di a e primo con a. Reciprocamente, se 
èq<bedr<a e primo con a, il numero m=ag+r 
sarà inferiore ad ab e primo con a. Ora, i termini della 
progressione 7 


(5) r, a+, 2a+7r,.. ((—1)a + 


danno ($ 30) tutti i resti possibili della divisione per ., 
poichè a è primo con 5; ne segue che fra essi si avranno 
precisamente (5) numeri primi con d; e siccome sono già 
primi con a, saranno primi con ab. Ciò si può ripetere 
per ogni progressione come la (5), ponendovi per r uno 
qualunque dei numeri inferiori ad a e primi con esso; ne 
viene che si hanno in tutto %(a)p(0) numeri primi con ab 
ed inferiori ad ab. 

Consegue dalla proposizione precedente che se a, 5, ca 
sono primi fra loro due a due, si ha: 


p(abe...) = d(a)p(d)op(c)... I 


33. Se n è primo, si ha evidentemente 
* 


(0 A Ao 


- 


Se n è potenza di un numero primo, n= p*, i numeri 
non primi con n sono, da 1 a p°: 


p, 2p, 3p,... p*, in numero di p°_; 





x 
Cioe 





inumeri primi con n» sono dunque in numero di p* — p*_!, i 
1) A il 


t: 
uguale anche ad n(1 — 2). ‘ 
% P 
Se infine n è un numero qualunque, si scomponga 
nel prodotto dei suoi fattori primi: i À 


Li 
n= Pi py"2 » Pe; 
ne verrà ($ 32) 


o(n) = p(P1)p(P,82) « (pr) 


e quindi 
ri) (pat pe) pepe 0) ì È 
od anche 
Ai 
n) = NI_-<—MWl1l—-—l..{tT—-T—-{|. 
P( ); ( Pi Pa Pr 
N60 RA ao 60) e 16, i 


34. Teorema di Fermat. Se p è un numero primo ed « 

è primo con p, si ha 
’ ll 
s a!1=1 (mod. p). 

Infatti, inumeri a, 2a,...(p—1)a sono congrui ($ 30, 2°) 
all’infuori dell’ordine, ad 1, 2,... p — 1, rispetto al mo- 
dulo p. Scrivendo le congruenze che così si ottengono e 
. moltiplicandole membro a membro ($ 28, 6°): 

1.2:3 (pg 1)at-i=1.2.3...(p —1) (mod, p) 


L 


‘e dividendo ambo i membri ($ 28, 7°) per il prodotto 1.2... 
(p— 1), primo con p poichè p è numero primo, viene: 


(7) abs ="l(Mod..p) 
€ DAY E ; 7 
Teorema di Fermat generalizzato. Se a ed n sono primi 


“ 


fra loro, si ha 
GR MOT) 





Infatti, siano d,, 6,,.. i numeri primi con n ed in- 


feriori ad n. Formando ab,, ab,,..., questi prodotti sono 
congrui ($ 31), @ll’ infuori dell’ ordine, a d,, IRE rispetto 
al modulo n. Scrivendo le congruenze che così si hanno 
e moltiplicandole membro a membro, viene ; 


bb, ... af) = bb, ... (MOA. n), 
e dividendo per il prodotto d,0,... primo col modulo, viene 
* atm) == it 


Cer d. d. 
_ 35. Teorema di Wilson. Se p è un numero primo, si ha 


Ul 


(8) 1.2.3... (p—r1) 4 L=0 (mod. p). 


Sia a unnumero positivo inferiore a p. Questo ammette 
sempre un coniugato ($ 30, 3°) x rispetto al modulo p. Se 
a=l, oa=p— 1 il coniugato coincide con a; se a è 
compreso fra 1 e p — 1 (esclusivi), « non può essere uguale 
ad a: infatti, ne verrebbe 


= 1 (mod. p), 
onde | 
?—1=(a—1)(a+1)=0 (mod. p), 


è ® ò 

il che porta ad a=1, o a=p— 1. ù : i 
Ciò -posto, siano 3, X3;--. @p-, i coniugati di 2, 3,.. 

p — 2 rispettivamente. Questi numeri sono compresi nella 
successione 2, 3,... p — 2 e sono tutti diversi, onde segue 


che nel sistema di congruenze 
LI Ù 


2a, = 1, 3a, = 1... (p—2)a-,=1(mot.p) 


ogni congruenza si trova scritta due volte. Scrivendole 





— 27 — , 


ciascuna una volta sola e moltiplicandole membro a 
membro, viene, ordinando opportunamente i fattori: 


2.3..(p — 9)(p — 2) =1(mod. p) è 
onde Pi 


2.8... (p—2p—-1)=(p— 1) (modi p) 
e infine 
1.2.3... (p—2)p—1)+1=0(mod. p), 


COMA. 
Si osservi che se p non è numero primo, la congruenza 
(8) non può sussistere, come si scorge senza difficoltà. 


r C - I NUMERI FRAZIONARÌ. 


DI 


. 56. Riprendiamo la successione (x) considerata al $ 1, 
ed*ottenuta contando gli enti e, ognuno dei quali è una 
unità fra gli enti stessi. Come nella successione dei nu- 
meri (I), anche in questa si postula che ogni elemento 
ammetta un consecutivo; si può indicare con + e l’ ope- 


razione per cui da un elemento si passa al consecutivo. 
* 


Si avrà (il segno = esprimendo il concetto analogo a 
quello del $ 3) 


(9) ac (!)+e=/(a +4 1). 


Così pure, si può definire l’addizione di bs ad as, es 
sendo a e db numeri interi positivi, come l’ operazione 


([(as + e) + e]+..) + 


(1) La serittura as significa semplicemente « il numero cardinale a, 4 
seguito dal nome e degli enti che si contano ». 





o eni ii) a a do i i 
7 : i, î s } n CAI SO . PIS A Poni F a 7 Ai” diga > 
x}. ; i v n a) Per “ri È PS 
Pa » È È ag ; 


— 28 — 


(che si indicherà con as + d:), per cui da as si passa 
all'elemento di (x) che segue as di d posti, e si ha 


(10) _ ae+ba=(a+Dd). 


. 


Questa è la definizione della addizione nella successione (@). 
Ne conseguono le leggi formali enumerate al $ 5. 
Ne viene, indicando con a(b:) la somma de + dba +... bs, 
1 9 


be] a 


che 


Estendendo la (10) al caso di 6 —=0, viene 
(a + 0)e = ae + 06, 


ima (a + 0)e = as; onde 0: è modulo dell’addizione negli 
enti di (2). 

Converremo ancora che la scrittura 0: significhi lo 
Zero. 

37. Ciò premesso, ammettiamo l’ esistenza di una 
unità e,, definita da 


(11) nen = ch 


dove n è un numero intero positivo. 


Con ciò, la successione (x) dà origine alla seguente: 


CVIStE9 + 269) Snare Dalai + Feo 
I Ce 8 PSE * 


| Daremo ad e, il nome di unità frazionaria di denomi- 
natore n, e agli enti di (V) il nome di numeri frazionarè 
di denominatore n. Nel numero az, di (V), a si dice nume- 
ratore. Per n= 1, si ha en =" 1 e la successione (V) non 
differisce dalla (I). 

38. Estendendo la relazione (10) al caso che a e ., 
invece che numeri di (I) o di (II), siano numeri qualsi- si 





vogliano in (TTD), si ottiene dalla successione (V) la suc-. 


cessione ampliata dei numeri frazionarî di denominatore n 
(VI) ESA si 9 SERA 0 TY) Sao 
‘Essendo a positivo, si avrà quindi per la (10): 


An + (— a)n = (@— a)eg = 0% =.0; 


il numero (— a)en sarà quindi il contrario ($ 15) di as,. 
I numeri di (V) si diranno frazionarè positivi, i loro 


contrari, frazionarì negativi. 


Si applica immediatamente alle successioni tVelveng V.Le 


il concetto di disuguaglianza come è dato al $ 12, (di- 
cendo cioè ogni numero di queste successioni maggiore di 
quelli che precedono e minore di quelli che seguono) e le 
sue conseguenze. | 

Da quanto si è ora detto, si conclude che in ogni 
caso si può eseguire, univocamente, l’addizione e la sot- 
trazione sui numeri della successione (VI). ‘ 

39. Essendo a e 56 numeri interi positivi, si ha per la 
definizione (11) ” 

alcaline 


. 


Ne risulta, per la stessa definizione di e,, che 


»(12) DE ab ne SPORE 


Questa relazione fondamentale permette di conclu- 
dere che, date le due successioni analoghe alla (VI): 


e Eni O Zegna 
th « ans (— 2)cb, (— 1)cb, 0, Eb, PARA 


esiste sempre una nuova successione 


2a (— 2)Eab, (— 1)cab, 0, Cab) Zé apri 


d 


È 


di 


M@r de #0 


Pa 


I E a ne a 7 
ti CH ; n î A \ : L3 de De sx h3 


‘ 


è — 30. 


Jla quale comprende tutti gli elementi delle successioni 


date, rispettivamente nel loro ordine. Risulta da ciò che, 
anche peri numeri frazionarî di denominatore diverso, si 
possono stabilire i concetti di uguale, maggiore e minore, 
e che si possono sommare e sottrarre numeri frazionarî 
di denominatore diverso. Basta ridurli a fare parte di una 
successione (VI) comune, cioè ridurli allo stesso denomina- 
tore, fondandosi sulla relazione (12). Lo zero è modulo di 
qualunque addizione. 

Risulta pure dalla (12) la condizione necessaria e suffi- 
ciente per l’uguaglianza di due numeri frazionarî a3,j ca; 
questa condizione è | 


(18) ad = be. (3) Dj 


Da ciò la semplificazione delle frazioni. La loro ridu- 
zione ai minimi termini si fonda sulla seguente propo- 
sizione, la cui dimostrazione è immediata in forza del 
$ 26,,4°: “ Quando nell’uguaglianza (13) i numeri a e b 
sono primi fra loro, c e d sono multipli di a e è secondo 
lo stesso numero, cioè c = ma, d = mb ,,. 

40. Mediante il principio del $ 9, si definirà la mol- 
tiplicazione anche peri numeri frazionarî, ed il principio 
medesimo ci fornirà il modo di formarne il prodotto. 


Cominciamo dal cercare quale significato si debba dare € 


al prodotto e, di due unità frazionarie. A tale uopo, osser- 
viamo che d’una parte 


(a )0>) =1.1=1, 





(2) Questa uguaglianza può prendersi a base della teoria *delle 
frazioni: si può definire una coppia (@, 5) di numeri. interi come un 


. ° | ic . . REP 
«nuovo ente — numero frazionario —,e per questi numeri si definisce 


l'uguaglianza, dicendo che è (a, 5) = (c, d) se è ad = be, e la disu- 


guaglianza, dicendo che è (a, 5) ni (c, d) se è ad a de, 


o 





L) 





mentre d’altra parte, applicando la legge distributiva: 


» (aza)(0zp) = (Ca + Ea + Sa)(E0 + En + ««. E) = AD(E25»). 
” 1 2 a 1 2 b 
Ne segue, essendo l'operazione univoca, che e,6,) non 


. differirà da ey. Scriveremo pertanto 


(14) CA 26h 
LA 
Dovendosi ora trovare il prodotto di due numeri fra- 
y ) 
4ionarî a numeratori positivi pin, 9%», Si avrà 
LI ‘ e 
1 2 p 1 2 q ‘ 
Pa + Qin = (Ea + Ea + ce Ea)(Eh + Cp + +. Eh) =PI(Ea5) 
» ” 
per la legge distributiva, e quindi 
* è 


(15) FL ESITI Vo 1) BASA VE 


i) 


Se poi p e q non sono entrambi positivi, estendiamo 
la regola dei segni come si è data al $ 17; in tal modo, 
e conservando il principio di annullamento del prodotto, 
saremo riusciti ad avere definita la moltiplicazione per i 
numeri frazionarî, in modo da ubbidire a quanto è richiesto 
dal principio del $ 9. 

41. Riprendiamo ora l'operazione di divisione) definita 
al $ 24. 

1°) La soluzione dell’equaziorie posta in quel para - 
grafo si trova, univocamente, nella successione (VI); essa 
è data infatti da 


f 


(e 


poichè n(azn) = na . en = a(nzn) = a. Possiamo dunque dire 


che il quoziente della divisione di a per n, rappresentato 


? 1 
: a s i , 
dal simbolo rd i differisce da az. In particolare 7 


differisce da en. Noi abbandoneremo quindi innanzi l’uso 


x î, ts 
idee 





wr ia pae 


RR ng 
I _ 3 
ta an 


Pa 


IS 
MO. 
FIATI 


RTTE 


delle lettere e ad indicare le unità frazionarie, e scrive- 


era ; CHUNIA 
remo pr est al posto di en, &en. Con questa notazione, che 


è quella usuale, le formule (12) e (15), ad esempio, si scri- 


veranno rispettivamente 





= 


2°) Fin qui abbiamo considerato, nella divisione, il 

divisore positivo. Non vi è difficoltà ad estendere le con* 
- ‘ È 

siderazioni fatte, al caso di un divisore negativo; cioè, 


- essendo ancora » un numero di (I), ed, a qualunque in (VI), 


e LI . . a . x . 
sì può cercare il quoziente 2a) AC la soluzione della 
, «—* 


equazione 


(— na =a. 

Ricordandosla regola dei segni, che abbiamo estesa 
($ 40) al campo dei numeri frazionarî, sappiamo che se 
esiste x fra i nurheri frazipnarî, (— n)x non differisce da na 
se non perchè ha il segno contrario ad na. Neviene che x fi 


coincide colla soluzione dell'equazione na = — a, e quindi 


. 
a al 


i n. n 
EOLO 
a° db 
: con p differente da zero. Una semplice verifica permette 


di accertare che il quoziente della divisione di i. per £, ; 


? - 
3°) Siano due numeri frazionarî qualsivogliano, 


cioè il numero «x tale che 








ii E, Pla 


4°) Abbiamo escluso fin qui le divisioni con divisore 
zero; le scritture 


i O a 
CNS 
sono, per noi, prive di significato. 
Osserviamo ora che, per il principio di annullamento 
del prodotto ($$ 10, 40) l’ equazione 


tte) 


Pa Cal 


ammette come soluzione qualunque numero, intero o fra- 


zionario, mentre l’ equazione . 
Ord 


dove a è un numero intero o frazionario diverso dallo 
zero, non ammette alcuna soluzione nel campo dei numeri 


interi o frazionarî. Perciò accade che o SÌ riguardi spesso 


a 


come simbolo di indeterminazione, ed 0 


possibilità. 

42. I numeri interi e frazionarî insieme considerati, 
diconsi numeri razionali. Per i paragrafi precedenti è di- 
mostrato che le operazioni di addizione, sottrazione, mol- 
tiplicazione e divisione sono sempre possibili ed univoche 
(a risultato unico) nel campo di questi numeri, colla sola 
eccezione della divisione con divisore zero. 

Un complesso delle quattro operazioni ora enumerate, 
eseguite su numeri a, d, c,..., dicesi funzione razionale di 
questi numeri. Nel campo dei numeri razionali abbiamo 
dunque che “ una funzione razionale, in cui non figurino 
» divisioni con divisore zero, rappresenta un numero razio- 


» nale unico e determinato per ogni sistema determinato 


3 


«come simbolo di im-. 


SR, pesa 


» di numeri razionali attribuito alle lettere .che in essa 


, figurano ,,. K 
x | : af IAN 
Per i numeri frazionarî, il valore assoluto di Rae 
a 
stesso, se a e d sono dello stesso segno, e — -— se a e d 


b 
sono di segno contrario. Il valore assoluto di un numero 
razionale c si indica con |c|, e valgono i teoremi dei 
$$ 16, 19, espressi da 


[e+d|=[c]+#]|d{, |ca|[=|c|{af è 


43. Dati due numeri razionali qualsivogliano, è sempre 
possibile di trovarne uno compreso fra questi. Qualunque 
siano infatti i due numeri razionali, è sempre possibile di 


supporli scritti in forma di frazioni a termini interi e 


ridotte ad uguale denominatore: siano essi È. e_isSì 
i da 
supponga p > g; se allora è p>gq + 1, a © SOMPresO 


fra i numeri dati; se poi p= g + 1, sia r un intero qua- 
lunque maggiore d’uno: si ha 


DR ae Pr PS St 4a 
dii ir pid die eri 
gr+1, ) : 
ed il numero “an © cOMpreso fra i numeri dati. 


Fra due numeri intéri non è sempre possibile di col- 
locare un terzo numero intero; e così fra due numeri di 
una successione (VI) non è sempre possibile di collocare 
un terzo numero della stessa successione. Invece fra due 


numeri razionali è sempre possibile, come abbiamo visto, 


di collocare un terzo numero razionale. Ciò si esprime 


dicendo che l'insieme dei numeri interi è discreto, ed è 


parimente discreto l'insieme dei numeri di una stessa suc- 











cessione (VI). Invece l'insieme dei numeri razionali, per la 
loro’ proprietà data in questo paragrafo, dicesi condensato. 

44. La potenza ad esponente intero positivo di qua- 
lunque numero razionale ha significato determinato, non 
essendo altro che una moltiplicazione. Abbiamo definito 
al $ 10 il significato di una potenza ad esponente nullo; 
ma non abbiamo ancora dato alcun significato ad una 
potenza di esponente intero negativo, oa quella di espo- 
nente frazionario. Ora questo significato si trova facil- 
mente, secondo il principio di permanenza, estendendo la 
formula prima del $ 8, come abbiamo fatto per il caso 
della potenza ad esponente zero. 

Serbando infatti validità alla formula prima del $ 8 
(secondo il ricordato principio) anche per il caso di un 
esponente intero negativo, si ha, essendo m intero positivo, 


a® La —= qa — a’ —- il 
onde n : 


Il significato dell’esponente frazionario si ha infine 
estendendo, per il solito principio, la formula seconda del 
$ 8, onde risulta 


(a) =. 0 


(1) In relazione cogli argomenti trattati nel cap. I, il lettore veda 
‘Prano, Arithmetices principia ete., Torino, 1889, e l’opera citata al s 5; 
Borer et Draca, Introduction à Vétude de la théorie des nombres, ete., 
Paris, 1895; Cazzaniga, Libro di Aritmetica e di Algebra elementare, Pa- 
dova, 1900. ® 


CAPITOLO SECONDO 


I numeri reali. 


A - CLASSI, SUCCESSIONI, SEZIONI." 


45. Come si è detto, ogni sistema di operazioni razio- 
nali in numero finito, eccettuandone la divisione con divi- 
sore zero, applicato a numeri razionali, dà un risultato 
‘unico, che è del pari razionale. Si presentano però, nello 
studio dei numeri razionali, problemi che non ammettono 
come soluzione un numero razionale e che perciò non 
sono eseguibili mediante un sistema limitato di operazioni 
razionali applicate a tali numeri. Tali sono, nella mag- 
giore parte dei casi, i problemi che nascono dall’ inver- 
sione dell’ elevamento a potenza. 

Ad esempio, non esiste un numero razionale « tale 
che soddisfi all’equazione «? = 7; è facile vedere infatti 
che un tale numero non può essere nè intero, nè fra- 
zionario. | 

Così pure, non esiste un numero razionale x tale che 


3: —5. Si vede subito che non può essere intero; e se fosse 


frazionario ($ 44) verrebbe, posto x = 3 dove pe q sono 


interi: 

3P a DI 
il che non può essere, come si scorge subito ricordando 
le proposizioni elementari sulla divisibilità. 





TIRO FIORE 


La soluzione di problemi analoghi a quelli ora accen- 

nati si trova in un campo di enti, che si diranno pure 
numeri, più esteso di quello dei numeri razionali. Prima 
di definire questo nuovo campo di numeri, ci occorre però 
di premettere alcune considerazioni. 
46. Un aggregato (o insieme, o classe), conte- 
nente un numero infinito di enti, non è sempre tale che 
gli enti che vi appartengono si possano fare corrispon- 
dere, uno ad uno, ai numeri della successione (I). Quando 
ciò accade, l'insieme è detto numerabile. Quando gli enti 
di un insieme numerabile si sono fatti corrispondere, uno 
ad uno, ai numeri della successione (I), essi costituiscono 
alla lor volta una successione; ordinariamente ven- 
gono rappresentati da una stessa lettera, cui si appone 
un indice che assume i valori 1, 2, 3,... 


47.“ Abbiansi due successioni di numeri razionali 


dig Cada 


CIRROSI 0 nt 


Si dirà che esse formano una coppia di successioni con- 
vergenti, quando : 

a) i numeri a sono tali che dj, 7 @n, cioè vanno 
crescendo, o almeno non mai decrescendo; 

x b) i numeri 5 sono tali che d,;, < dn, cioè vanno 
decrescendo, o almeno non mai crescendo; 

c) preso un numero razionale positivo e a piacere, 
si possono sempre trovare due numeri an, dn, tali che sia 
a ESE 

Dalle proprietà precedenti risulta : 

d) che uno qualunque dei numeri a è minore di uno 

qualunque dei numeri d ,,. 





e” 


PIRSRLE 


48. “ Date due classi qualunque A e B di numeri ra- 
zionali, queste si dicono contigue quando: 

a) tutti i numeri di A sono minori di tutti quelli 
di°B: 

b) preso un numero razionale positivo e a piacere, 
si può sempre trovare un numero a in A ed uno ò in B, 
tali che sia b—-a<€ x: 

49. “ Si dice che nell'insieme di tutti i numeri razio- 
nali è fatta una sezione, quando questi numeri sono divisi 
in due classi, in modo che ogni numero razionale appar- 
tenga esclusivamente all’una o all'altra, e che ogni numero 
della prima classe sia minore di uno qualunque della se- 
conda classe ,,. Dette A, 4’ codeste due classi, la sezione 
si indicherà con (A, 4’). Si dice ancora che le due classi 
individuano la sezione. c 

50. Ad ogni numero razionale corrisponde una sezione 


fatta nell’insieme dei numeri razionali. 


- 5 
Sia ad esempio il numero 7° Considero la classe A dei 


RR e 1) FA RI] 
numeri minori di 7 evi ineludo il 7 stesso; considero 


7 queste due 


classi corrispondono” alla definizione del paragrafo prece- 


poi la classe A’ dei numeri maggiori di 


dente. In questo esempio, fra i numeri di A ve n'è uno 











MASSIMO, 7 


non ve n’è uno minimo ($ 43). Si potrebbe invece porre 


- 


5 
il 7 nella classe 4’, ed allora questa avrebbe un minimo, 


mentre la A non avrebbe un massimo. ha 
51. Due successioni come le seguenti, dove le let- 
tere greche rappresentano cifre da 1 a 9, scritte secondo 





ai atlanti ri. 





po peli 
la regola della numerazione decimale, e dove a è un nu- 
mero intero: 


a ra to a, xd a, <dY a, dB1Ì... _ 
1) a+1 a,(x4-1) a,a(f3+1) a,x8({+1) a, aBy(d+ 1)..." 
danno una coppia di successioni convergenti. 

Le proprietà a), 6), d) della definizione del $ 47 si 
verificano subito. In quanto alla ce), osserviamo che la 
differenza fra gli (n +1)" numeri delle due successioni 


x 1 i o”. 
è data da ji} 01a, preso un numero razionale e positivo 


a piacere, si può sempre trovare » tale che sia 


Ni 
o 
SETTA LI ESE ? 





infatti, se è e = # basterà prendere n abbastanza grande 


perchè sia 10" > g, il che è sempre possibile. 
52. “ Se le classi A, A’ individuano una sezione nello 
insieme dei numeri razionali, esse sono contigue ($ 48) 
Basta perciò mostrare che preso un numero razio- 
nale e a piacere, sì possono trovare due numeri a in 4 . 
ed a’ in A', tali che sia a' - a<e. Ora, nella succes- 


sione (III) vi sarà un primo numero a,’ il quale appar- 


terrà ad A’; sia a, = a, — 1 il precedente: esso appar- - 

terrà ad A. Considero allora i numeri a 
1 9 9 1 è 

(2) d,; 4 I ICI a+l=a,. 


Siccome a, appartiene ad A mentre a, appartiene 
ad A’, vi sarà un ultimo numero fra i (2), appartenente 
ad A mentre il seguente apparterrà ad 4’; siano essi 3 


h haAa-1 


a,li=aj+t OASI, 


stat E 





PA i — 40 — 


Considero i numeri 


9 9 1 


Ag + 100?” dora 


x 
IC (3) dg, 4, + 100? 
“un ultimo fra questi apparterrà ad A, il seguente ad 4'; 
siano essi 


ke k4u- 1 


di Tr TE, dg = dg + 9000 A} 


Così continuando, si formano le due successioni 


NIE do, Agg 


tez4; 
| A LO e 
5 


della forma considerata al $ 51 e perciò convergenti; la 
condizione D) del $ 48 è dunque soddisfatta. 
53. “ Date due classi contigue, si può sempre da esse 
estrarre una coppia di successioni convergenti ,. 
Siano A, A’ le due classi. Possiamo ($ 48, 5) trovare 


s- un numero a, in 4 ed un numero a; .in 4" tale che sia - 


ai — a, <1. Possiamo poi, per la medesima ragione, tro- 
vare un:numero d in A ed un numero d' in 4A’ tali che 


slash ‘* indichiamo poi con a, il maggiore fra i 
2 DI 


1 
VA a 

10° 
due numeri a, e bd, e con a, il minore dei due numeri a, 
e bd’, ed abbiamo 


È LA LÀ VA 
. dA —. d, < 30° 
a Troviamo poi due numeri, c in A e c' in A, tali che 
e—-c< 100? indichiamo con a; il maggiore dei due nu- 


meri c ed a,, e con az il minore dei due numeri c' ed. a,’, 


ed abbiamo 


1 


= / , / Ae 
Ag — Ag}; 43 uao d3 a N) 


Sia Li Aia a 





a sa 


- 
e così via. IM questo modo possiamo proseguire indefi- 
nitamente, ed otteniamo manifestamente una coppia di 
successioni convergenti. È 


54. “ Ogni coppia 


di successioni convergenti di numeri razionali, serve ad 
individuare una sezione nell'insieme di questi numeri DE 

Si prenda infatti a considerare un numero razionale ec. 
Se esso è uguale o minore di qualche numero a della prima 
successione, lo collocheremo in una prima classe 4; se è 
uguale. o maggiore di qualche numero a’ della seconda 
successione, lo collocheremo in una seconda classe 4’. Ogni 
numero razionale c apparterrà dunque ad A o 4’, a meno 
che non ne esista uno maggiore di tutti»gli a e minore 
di tutti gli a’. Ma in tal caso, esso è unico, poichè se ve 
ne fossero due tali, e e c,, con c > c,, non si potrebbe, 
come è per ipotesi, rendere alcuna differenza ay — dx 
minore di c — c,. Se esiste questo numero razionale mag- 
giore degli @ e, minore degli a’, lo si collochi a piacere 
in 4 od in 4”. Inogni caso, si è così formata la sezione. 

55. Abbiamo visto che ad ogni numero razionale cor- 
risponde una sezione (A, 4’) nell’ insieme di questi numeri; 
per modo che il numero razionale è il massimo degli A, o 
il minimo degli 4A’. Ma non bisogna credere che, reci- 
procamente, ad ogni sezione corrisponda un tale numero 
razionale. Per averne un esempio, sì considerino come al 
$ bi, le successioni di numeri decimali (1): se le cifre 
z, B, Y---, da un certo posto in poi, danno luogo ad un 
periodo, 1’ Aritmetica c’insegna che vi sarà un numero 


razionale (frazione generatrice) maggiore dei numeri della 


n 


RI NEO ne pel COROVRI STERN VETTA LAS GI O 


- 


mie "EC 


TI er Î 
A * 


Cabo opere 
- 
prima successione e minore di quelli della seconda; questo 
numero individua la sezione. Ma se le cifre «, 8, Y,... Si 
. C . Lili 
succedono in modo da non dare mai luogo a periodo, un 
tal numero razionale non esiste; infatti, se vi fosse, i numeri 
della prima successione lo rappresenterebbero a meno 
è 
di 0,1, di 0,01,... suGcessivamente e quindi, come si sa 
dall’ Aritmetica razionale, le cifre «x, f, Y,... darebbero ne- 
cessariamente luogo, da un certo posto in poi, ad un 
periodo; contro l'ipotesi. 


‘B - I NUMERI IRRAZIONEZLI.  * : 


96. Le considerazioni dei paragrafi precedenti ci pon- 
gono ora in grado di ammettere una nuova classe di enti, 
cui daremo pure il nome di numeri e per i quali defi- 
niremo le operazioni fondamentali dell’ aritmetica. Questa 
ammissione si fa nel seguente modo: } 

Ogni qualvolta sì sia fatta una sezione (A, 4’) nello 
insieme dei numeri razionali, si dirà che a questa sezione 
corrisponde un numero che la individua. In certi casi 
questo numero è razionale, e si può allora collocare, a 
volontà, come massimo nella classe A 0 come minimo nella 
classe A°.* | 

“ Quando non esiste un tale numero razionale, si 
» ammetterà come postulato (*) che alla sezione (A, A’) cor- 


- 


(1) Questo postulato-è dovuto al DepEKIND (Stetigkeit und, irratio- 
nalen Zahlen, Braunschweig, 1892), che per primo ha considerato i 
numeri irrazionali come corrispondenti alle sezioni nell’insieme dei 
numeri razionali; tale via è scientificamente la più soddisfacente per. 
introdurre il non semplice concetto di questi numeri. 









DEI ESA 


n risponde un numero irrazionale ed uno solo. Questo nu- 
» mero si dirà maggiore di ogni numero di A, e minore di 
n ogni numero di A’ RA 

Numero ‘irrazionale è dunque il corrispondente di 
una sezione nell’ insieme dei numeri razionali} quando 
la sezione sia tale che non le corrisponda alcun numero 
razionale. 

Dalla definizione precedente, e dal teorema del $ 54 
risulta quindi che “ una coppia di successioni convergenti 
definisce un numerc, razionale od irrazionale ,. Quando 
la coppia è della forma (1), si dice che i numeri suc- 
cessivi della prima successione rappresentano il numero 
con approssimazione rispettivamente a meno di 1, di 0,1; 
di 0,01,... per difetto, e quelli della seconda rispettiva- 
mente a meno di 1, di 0,1, di-0,01,... per eccesso. ; 

57. I numeri razionali ed irrazionali, complessiva- 
mente considerati, diconsi numeri reali. D'ora in avanti, 
quando si dirà “ numero ,, senz'altro, si dovrà intendere 
“ numero reale ,,. 

58. «) “ Sieno date le due sezioni (A, A’), (B, B') nel- 
l'insieme dei numeri razionali, le quali definiscano rispet- 
tivamente i numeri x e f, razionali od irrazionali. Se ogni 
numero di A appartiene a B ed ogni numero di 4’ a B', 
sarace =D 

Nel caso che uno dei numeri « o f sia razionale, risulta 
evidentemente dall'ipotesi che lo è anche l’altro, e che 
questi numeri sono uguali. 

Nel caso che « e $ siano irrazionali, la proposi- 
zione a) ci dà la definizione dell'uguaglianza per i numeri 
irrazionali. 

d) “Date le due sezioni (A, 4’), (B, 8’) che defini- 
scono i numeri x e 8 rispettivamente, sarà x > 8 quando 


Ci 


da 





ta 


esiste un numero c appartenente ad A e a B’ contempo- 
raneamente, e che non sia il massimo di 4 ed il minimo 
(EIA 

Questa proposizione, nel caso che uno dei numeri «, f 
sia razionale, esprime un teorema che si dimostra facil- 
mente. Nel caso dei due numeri 2, f irrazionali, essa 
ci dà la definizione della disuguaglianza per i numeri irra- 
zionali. 

È chiaro che se esiste un numero come c, ne esistono 
infiniti. 

Dalle precedenti definizioni di uguaglianza e disugua- 
glianza per i numeri irrazionali, si verificano immedia- 
.tamente le proprietà relative, quali sono enunciate al 


$$ 3 e 4. Si vede facilmente che se non è è neces- 





sariamente « > fi, oppure « < f. 

59. Si è visto al $ 53 come da due classi contigue P, P' 
($ 48) si possa sempre estrarre una coppia di successioni 
convergenti. Questa ($ 54) individua una sezione, e quindi 
un numero reale x. Dico che non si può, dalle classi P, P', 
estrarre una seconda coppia di successioni convergenti, la 
quale definisca un numero reale f diverso da a. Infatti, se 
non è f= 2, sia, ad esempio, B> 4; esisteranno, per defi- 
nizione ($ 58, db), numeri razionali maggiori di x e minori 
di f. Siano. c e c' due tali numeri, è>c>e>a. Ogni. 
numero a di P è minore di c, ogni numero a’ di P' è 
maggiore di ec’ ($ 54), quindi a' — a è certamente maggiore 
di ec — e: ora, ciò contraddice alla definizione ($ 48, 5) delle 
classi contigue. Ne viene che due classi contigue di nu- 
meri razionali valgono ad individuare una sezione e quindi 
un numero reale. a 
Una coppia di successioni convergenti è un caso par- 

ticolare di una coppia di classi contigue. i 


- 





Fee ORE 


Nelle classi P, P’ contigue si può inserire qualunque 
numero razionale, nel modo stesso indicato per le succes- 
sioni al $ 54; le classi si diranno così completate. 

Si indicherà con (P, P’) la sezione ottenuta dalle classi 
P, P’, che sì potranno sempre, volendo, intendere com- 
pletate. 

69. Lo zero definisce una sezione (N, P) tale che la 
classe N comprende tutti i numeri negativi, la classe P 
tutti i numeri positivi. 

Se alla sezione (A, A’) corrisponde un numero razio- 
nale x, e A comprende qualche numero positivo, x è 
evidentemente positivo; se 4’ contiene qualche numero 
negativo, x è evidentemente negativo. La definizione di 
numero irrazionale positivo 0 negativo si darà come esten- 
sione di questa proprietà; precisamente: 

“ Se alla sezione (A, 4’) corrisponde un numero irra- 
» zionale a, questo numero si dirà positivo se A comprende 
n qualche numero positivo; negativo se 4° comprende qual- 
» che numero negativo ,. 

Lo zero è minore ($ 58) di ogni numero reale positivo, 
maggiore di ogni numero reale negativo. 

Se due classi contigue A, 4’ sono tali che A comprenda 
soli numeri negativi, A’ soli numeri positivi, la sezione 
($ 59) definita da queste classi è lo zero. Ciò si vede imme- 
diatamente, per assurdo. 


61. Siamo ora in grado di definire le operazioni fon- 


de 


damentali sui numeri reali. 

Siano due numeri reali «, definiti rispettivamente 
da sezioni; l’una data dalle classi contigue A, 4’; l'altra 
dalle classi contigue B, B’. Considero la classe di numeri 
formata sommando ogni numero a di 4 con ogni numero 
b di B, e la dico Pre B; poi quella formata sommando 


SEARS 


ogni numero a’ di 4’ con ogni numero 0’ di B’, e la dico 
A' 4 B'. Le due classi A + 5, A4'+ 2B' sono contigue. 

Intanto, ogni numero di A + B è minore ($ 5, 5°) di 
qualanque numero di A4'+ 2’ Di più, preso un numero 
razionale positivo e arbitrario, si può trovare un numero 
a +6 in A+ B; ed un numero a'+ d' in 4’ + B’ per 
modo che sia 


(4) * d'+b'-(a+0)<€. 4 
Infatti, poichè le A, A’ sono contigue, si trovano rispet- 
tivamente in esse un numero a ed un numero a’ tali che 


e 


sian a — a < ci Così si può trovare un numero d ed 
un numero d' in B, B' rispettivamente, per modo che sia 


Vv -b< 5: Da queste consegue subito la (4). 
Dalle A+ B, A’ + B' rimane pertanto definita una 
sezione cui corrisponde un numero reale. Se 7, f sono 
entrambi razionali, si dimostra subito che questo numero 
non differisce da « +- f. i 
Se uno dei due almeno è irrazionale, il numero 
» Corrispondente a questa sezione si dirà risultato 
n dell'addizione di are io somma-ldi a. ep 
» si indicherà con a+ ,. 
In modo analogo si definisce la somma di tre o più 


numeri. Le leggi formali dell’ addizione sono evidente- 


“mente soddisfatte: ad esempio, a +8=f+ xy Re 


x + 3 è definito dalla sezione (A + B, 4" + B')), e fB+% 
dalla sezione (B + A, B'+ 4’), per le quali è manifesta 
la proprietà del $ 58; a), che serve di definizione della 


uguaglianza. Così per la legge associativa. Secondo il 


principio. del $ 9, all’ operazione ora definita compete 
dunque il nome di addizione, poichè: 








e 


È SITA 


a) essa è a risultato unico; 

5) soddisfa alle leggi commutativa ed associativa; 

c) si riduce all’ addizione già definita per i numeri 
razionali, quando le sezioni (A, A’), (8, B’) definiscono 
tali numeri. ! 


Infine anche qui lo zero è modulo dell’ addizione. 
Abbiasi infatti il numero reale « definito dalla sezione 


| (A, 4’), e lo zero, corrispondente ($ 60) alla sezione (N, P). 


Ogni numero di A + N apparterrà ad A, ogni numero di 
A'+ P apparterrà ad A’ e quindi ($ 58) il numero « + 0 
è uguale ad «. ua 


62. Ogni numero reale x ammette un contrario a’, 


‘ tale che x +" =0. Infatti, sia « definito dalla sezione 


(A, 4’) 64 indichiamo con — A, — A'le classi che si otten- 
gono rispettivamente da A, A4' prendendo i contrarî dei 
numeri che le compongono. Wifchiaro: che CA) 


costituirà una sezione. Sia x il numero da essa indivi- 


‘duato; formando ora le classi 


SANA a A) 


queste ($ 61) sono contigue; inoltre la prima» contiene 
soli numeri negativi, la seconda soli. numeri positivi, 
qumndita=rar="0, cado d. 

Da ciò viene definita immediatamente la sottrazione 
di x da :}, essendo 2 © 6 numeri.reali qualsivogliano: in- 
fatti 3 — « non differisce da f + «’, poichè si ha 


d+a +a=f. 


Il lettore può dimostrare, come esercizio, che la 
differenza 3 — « è positiva o negativa secondo che f è 
maggiore o minore di x ($$ 58, 60). 





63. Se un numero «x è positivo,. ed è %efinito dalle 


classi contigue A, 4’, si può considerare la classe 4 come 
formata da soli numeri positivi, escludendo da questa 
classe i numeri negativi che ne potrebbero fare parte. È 
chiaro che in questo modo la sezione che si ottiene, per 
mezzo del completamento delle classi ($ 59), non 
viene in alcun, modo modificata. Così se x, definito dalle 
classi contigue 5, B'è negativo, si può supporre B' com-, 
posto di soli numeri negativi. 

Per la medesima ragione, il numero definito dalle 
classi contigue A, 4’ è parimente definito dalle classi, 
pure contigue, che si ottengono sopprimendo da A tutti 
i numeri inferiori ad uno qualunque a di essi, oppure 
da A' tutti i numeri superiori ad uno qualunque 04 
essi. i 

64. Abbiansi due numeri reali positivi, il primo, «, 
definito dalle classi contigue di numeri razionali A, 4’; 
il secondo, f}, definito dalle classi contigue 2, B”. Secondo 
l’osservazione del paragrafo precedente, le quattro classi 
qui considerate si possono riguardare come composte di 
soli numeri positivi. 

Si moltiplichino ora in tutti 1 modi possibili i nu- 
meri a di ‘4 per quelli d di £, e si otterrà una classe 
AB; 


;s i numeri a’ di A’ per quelli è’ di B’, e si otterrà una 
classe 4’B’. Dico che le classi 45, 4’B’ sono contigue. 
Infatti, si vede che ogni numero di. AB è minore di qua- 
lunque numero di 4/5’. Inoltre preso un numero posi- 
tivo arbitrario e, dico che si possono trovare tali numeri 
a, a', b, bl’ che sia a'b' — ab<e. Si scelga all’ uopo un 
numero m fra quelli contenuti ad un tempo in 4’, B'; 


a) 
- 


e 
Om 


poi si prendano a, a’ tali che sia a <m, a — a < 


- 


ba 








I, 


— 49 — 


b, V tali che sia pure 9 —b< =; notando che è d < Mm, 


poichè m è compreso in B’. Ne verrà: 
a'b'— ab =a'(b('—b)+ba'—a)<m b—b4+a' —a x 


SER È a'b'— ab"; <G. did. 

Le classi AB, 4’B' essendo contigue, da esse rimane 
definita una sezione, cui corrisponde un numero reale. 

Se «, f sono numeri razionali, si vede facilmente che 
questo numero è 3. 

“ Se uno dei due almeno è irrazionale, il numero indi- 
, Viduato da questa sezione si dirà risùltato della 
n moltiplicazione di f per a, o prodotto di .f per a, e si 
n indicherà con ap ,,. 

In modo analogo si definisce il prodotto di tre o più 


numeri reali positivi, e si verifica immediatamente, fon- 


dandosi sulla definizione di uguaglianza del $ 58, che sono 
soddisfatte le leggi formali della moltiplicazione. 

65. Siano ora due numeri reali o, f, di cui il se- 
condo sia negativo. Come prodotto «$, o fx, definiremo 
il contrario del prodotto «= fa, essendo & 
contrario di f. 

Siano infine due numeri reali .negativi x e f. Come 
prodotto a«f= fia definiremo il Dci up Ba déi 
contrari di x e f. - 

Con ciò veniamo ad. estendere, per definizione, al 
prodotto dei numeri irrazionali la regola dei segni stabi- 
lita già per i numeri razionali. Con ciò pure abbiamo 
definito il prodotto di quanti si vogliano fattori reali, 
positivi o negativi. 

66. Nel paragrafo precedente non si è considerato il 
caso dei prodotti con fattori nulli. Venendo a trattare 
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anche questo caso, daremo, del prodotto del numero « 


(supposto p. es. positivo) individuato dalla sezione (A, 47) 
per lo zero, individuato dalla sezione (N, P), la seguente 
definizione, analoga a quella del $ 64. Si considerino 
in A soli numeri positivi ($ 63), e si considerino le classi 
AN, A'P: la prima, prodotto dei numeri positivi di A per 


tutti i numeri negativi, la seconda, prodotto dei numeri 


«di A’ per tutti i numeri positivi. Queste due classi sono 


contigue: infatti ogni numero di AN, essendo negativo, è 
minore di ogni numero di 4’P; e tanto in AN che in A'P 
si possono trovare numeri minori, in valore assoluto, 

SEE 
di 9) 
AN, A'P individuano quindi una sezione; il numero ad 


essendo e un numero positivo arbitrario. Le classi 
) 


essa corrispondente si definirà come prodotto di 
x per 0. Si osservi ora che la classe AN contiene soli 
numeri negativi, e la classe A4'P soli numeri positivi; se 
ne conclude ($ 60) che è a.0=0. 

Dunque un prodotto è nullo se è nullo uno dei suoi 
fattori; non è nullo se non è tale almeno uno dei fattori. 

Con ciò si è definita, per tutti i casi, la moltiplica- 
zione dei numeri reali; questa operazione soddisfa alle 
stesse lesgi che valevano per la moltiplicazione dei nu- 
meri razionali, compreso il principio dell’annullamento 
del prodotto, e si riconduce, quando i, fattori siano nu- 
meri razionali, alla moltiplicazione già definita per questi 
numeri. Il principio di permanenza ($ 9) è dunque sod- 
disfatto. ” 

Si noti ancora che, estraendo dalle sezioni che defi- 
niscono i numeri irrazionali successioni convergenti in 
forme di frazioni decimali ($ 51), si possono avere le suc- 
cessioni convergenti che rappresentano il prodotto in 






. 


RE 


forma di frazioni decimali; da ciò il valore approssimato 
di questo prodotto a meno di 0,0...01. 

67. Si chiama inverso 0 reciproco di un numero «, un 
numero a’ tale che sia ax = 1. In forza della regola dei 
segni, un numero ed il suo inverso saranno insieme posì - 
tivi o negativi. 

Ogni numero reale non nullo ammette un inverso. Ciò 
è già noto per i numeri razionali. Sia ora « un numero 
irrazionale definito dalle classi contigue 4, A; suppo- 
niamo « positivo, in guisa che possiamo considerare in A i 


soli numeri maggiori di un numero m positivo ($ 63). 


Esa 
Indichiamo con IUSOT le classi formate cogli inversi dei 


numeri razionali a’, a che compongono le classi A’ ed 4; 


i seggi 
codeste classi sono contigue. Infatti, ogni numero di 4 


Tresa 
4) inoltre, se è è un 


numero razionale positivo arbitrario, si possono trovare 


è minore di qualsiasi numero di 


due numeri a, a’ tali che sia 


hi 


j! 
E i rea Nere È 
(5) 3 ga 


SÌ prendano infatti a ed a’ tali che sia a — a < m?e; 


ne viene, essendo a > m ed a fortiori a' > m: 





e quindi la (5) è soddisfatta. 

Sia ora x’ il numero definito dalle classi contigue 
gt 
STIRO, si formi il prodotto ax’ dato ($ 63) dalle classi 


\ 


ERA RS RO EE TAI Rc CI RR RALE VE SÙ 
a ta rese aL fa pae Ù La v e î x 
» x Ù dr, ‘ le #73 


vas, 


? 














-all’opuscolo citato del DepeKIND, CapkLLI, Istituzioni di Analisi algebrica, 


AA 
classe sono minori, tutti quelli della seconda sono mag- 


1 1 ua 
contigue 4, -7 4’. Siccome tutti i numeri della prima 


giori di 1, così il numero ax’ non differisce dall’ unità, 
VED N GINE Ta 1 
e x’ è l’inverso di «. Esso si rappresenta con DR 


L’ inverso di x è unico, perchè un numero maggiore 
di x darà un prodotto maggiore, un numero minore un. ca 
prodotto minore dell’ unità. î Reg È 

Abbiamo supposto « positivo; se è negativo; il suo 
inverso sarà il contrario dell’inverso di — «, per la regola 
dei segni ($ 64). ” 

Lo zero non ammette inverso, per il principio di an- a 
nullamento del prodotto. a 

65. La divisione di a per f ha per oggetto di trovare <A 
un numero È tale che sia 4 


- Eta. 


2. Ora questo 


ò 


quoziente è dato immediatamente dal prodotto di x per 


Il numero £ (quoziente) si indica con 


l'inverso di 9. Infatti, per le leggi della moltiplicazione 


ea) o i 1 


La divisione è dunque sempre possibile, tranne il caso 
in cui il divisore sia zero (1). 


(*) In relazione alla teoria svolta nei ss 45-68, il lettore veda, oltre cia * 


Napoli, 1902; Ricci, Lezioni. di Algebra complementare, Padova, 1900. 





Ra 1, Pl 


srt C - LE POTENZE. 


Cd 


69. Sia x un numero positivo definito da due classi 
contigue A, 4’ di numeri razionali. La potenza «" di 
esponente intero positivo è definita dalle classi contigue 
AA... A, A'A'... A, come è indicato dal $ 64. Sia a un nu- 
mero di 4, a' un numero di 4°, e limitiamoci al caso in 
cui a’ è inferiore ad un numero % di A’, il che è sempre 
lecito ($ 63): indicando con 4”, A4”" le classi comprendenti 
inumerist®*, a rispettivamente, si vede subito che queste 
classi sono contigue. Infatti, è a" < a”, ed inoltre, poichè 


ana =(a'— (a+ ag? + gag x. go), 
basta fare, essendo e un numero arbitrario, 


3 E 
MISCO 


S mk! 
per avere ! 
ap an < e. 

Ma poiché le classi 4”, 4” sono estratte da AA... A, 
A'A' ... A', esse definiscono ($ 59) lo stesso numero a". 

70. Siccome le leggi della moltiplicazione si estendono 
senza alterazione ai numeri irrazionali, così si verificano, 
anche se « è irrazionale, le proprietà formali delle potenz e, 
le quali conseguono da quelle ($ 8), cioè: 


Io ALI AL _- ESE: (n)n —_ an 


per gli esponenti m, n interi positivi: e mediante l’appli - 
cazione del principio di permanenza, si interpretano come 
al $$ 10 e 44 le potenze di esponente nullo, intero nega - 
tivo o frazionario. 





In quei paragrafi abbiamo stabilito che, essendo m 


1 - 


intero positivo, «" rappresenta un numero che, elevato 
alla potenza m, riproduce « (!). Vogliamo ora mostrare che 


se xè unnumero reale positivo, esiste sempre un numero 


ds 
reale positivo È ed uno solo rappresentabile con «", cioè 


tale da soddisfare all’ equazione 


ci al 


Questo numero reale positivo dicesi radice aritmetica 


Lr) RESA i 

71. A dimostrare l’esistenza di una siffatta radice 
aritmetica mf" consideriamo l'insieme dei numeri razio- 
nali e positivi; se uno di essi è tale che la sua potenza 
mr sia uguale ad «, esso è la radice cercata. Se ciò non 


accade, consideriamo la successione (II) 
DiEdezi2oa 


e formiamo le potenze m°"° dei numeri che la compon- 


gono: 
0, 1, 2%, 89,,..; 


due consecutive di queste includeranno il numero a, e 
siano a” ed (a, + 1)"; avremo: 
a za <a +1)"; 
0; posto ag 4.1 db; 
bi È noto che un tale numero si suole ancora rappresentare col 


Ma 
segno Va. 


ra 1° ri de SEZ PORT eva 4 YI eat ae De Pe 7 
a Arno i Dada He DI ee: iaia SII le PEER ° EE x SRI 
LETI Val ; AT i o pare È 


Î 


LETO 3 Ape 
Formiamo ora la successione di undici termini 


1 2 9 
dn Gt or Dt gr too bt 15 
e di questi facciamo le potenze m"°: due consecu- 


STI0 


ht 1\° : . 
(a. + Si) , dove A è un intero compreso fra 0 e 9. 


h m 
tive includeranno il numero «, e siano (a, ) ed 


bebe 


Posto a, + IO 


= Gir dA = d,, avremo quindi 


h 
10 
» pe ee de RM Pa 

Formiamo poi la successione di undici termini 


1 2 9 E 


a Aa, + 100? A, + 100?" A, + 100? Aia 10? 


J3 


e innalziamone ciascun termine a potenza mf": due con- 


ho} h+ 1. 
secutive (a, + n) ed (a, + di) includeranno «; 


avi hi _h,+1 
indicando a, + 100 CP 4 ed a, + “100 OD bD,, avremo 
dia 
e così via indefinitamente. 
Lies.suceessioni “avo d03; 2a di O (Ugg Oro Digi 


che così si ottengono, costituiscono una coppia conver- 
gente ($ 51) e come tali ($ 53) definiscono una sezione, 
cui corrisponde un numero ‘é; le successioni a, ap... 
dre 009 ds Un”, definiscono €" ($ 69); ma, poichè, 
per la stessa costruzione di queste successioni, x è mag- 
giore di tutte le a,” e minore di tutte le d;”, esso non 
può differire da En, Si avrà quindi 


n° 


* 





e BE 


talchè E è la radice aritmetica ms"® di x. Questa radice 
è unica, perchè un numero positivo n innalzato a po- 
tenza mf" darà un numero maggiore disuso. renna È 
minore di x se è y< ÈÉ, come risulta subito ‘dalla defini - 
zione data al $ 69. 


1 


Trovato il numero € che rappresenta «”, il numero 
P 
che rappresenta x° sarà. dato senz’ altro da f?. 


ie 
72. Se è x< f, (x e B positivi), sarà anche a" < fin. 


- 


î < mn x 1+1 1 
Sale >) ed x è un numero positivo e maggiore 
. ì | i x # 
d’ uno, si ha: asi Soa 
i m P 
È la ci > ai. 
m p 56 


Infatti, se fosse x° 2 «1, innalzando è due membri alla 
potenza ng, si avrebbe ($ 69) 
ai za, 


Ed 
i 


onde, per essere « > 1, si concluderebbe mq — pn, cioè 
pa 


a se contro l'ipotesi. Se è x < 1, si ha invece 
| DR ear 
dE 0 oe Bai Deloy op. 
n q : » \ 
i 


come si vede subito ponendo a = 


LA . 
73. (') Una successione di numeri reali positivi 
Ù 


(6) xi, Ko see. Xn gess 






(') Le definizioni date nel presente paragrafo saranno riprese e 
completate nel Cap. V. (Elementi della teoria dei Limiti). 


ss * 
» 





EST a a 


e 
po 
e 
site 
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sì dice tendere all’infinito se, preso un numero positivo ar- 


Î 
is 
AR I 


bitrario m, si può trovare nella successione un numero «n e: 


tale che tutti i successivi siano maggiori di m. 
Es. - La successione (I), la (IV), la (VI) tendono allo 
infinito. 


rea bi ì, 
Ti 41 


aly x 


hei Ve 


tach 


Una successione (6) di numeri reali si dice fendere a 
zero se, preso un numero positivo arbitrario e, si può 
trovare nella successione un numero «, tale che tutti 3 
i successivi siano in valore assoluto minori di se. 3 

Se una successione d,, 4,,...} 4n,.. tende all’infinito, 


MT e s: 
quella degli inversi dei suoi termini adi tende a 5 


1 2 n 


zero. Infatti, preso un numero arbitrario e, si può trovare 
($ 50) un esponente m tale che sia 

TÉ 1 : 

10% < LIE, Pi 


* * 


Lul 
Ma poichè la successione a,, 4,,... dn,... tende all’infi- 





nito, esiste un numero »' tale che per n>wn/, è an > 10". 
Ne viene che, per n > n’, è 


è d 


. 1 1 . . nai 
la successione:;—, —..... —,... tende quindi a zero. È 
DID 4 


.. Es. - Le successioni 


re 


. Pa 


], 
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ar 
9 ’ 4° 6 pt i 
tendono a zero. 
74. a) Se «x è un numero positivo e maggiore d’uno, ) 


la successione . 
° cen rette, 


- - 





SARRI È È; È 


tende all'infinito. Infatti, si può scrivere È 


“» 
A a=1+, 
dove ) è positivo; onde - e 
aL AA TE 
ora, preso un numero arbitrario m, si potrà sempre fare A 
1+n)>m; fi 
basta perciò prendere i ni n 
m_— 1 SS 
ian. 40) 
b) Sex è un numero positivo minore d’uno, siccome > 
sì può scrivere o 
1 
da onde GICE I 
LI 
dove «' è un numero positivo maggiore d’uno, si con- sii 
clude subito ($ 73) che la successione S xi È 
=. o a, do Qui sa ì 
tende a zero. "i 
c) Se x è un numero positivo maggiore d’uno, la san 
successione i 5 
24 > J 
x <s53 16 a STA: (ES a TRUE (Ur e ca 
tende a zero. to 
l i o 
Infatti, se è x«>1, è anche a" > 1, come si vede su- SE 
bito con un semplice ragionamento per assurdo; si ponga pi 
dunque uri 
dl NOTE dee! 
i a 30 Sip S a ù D 
dove À, è positivo. Ne viene È 


1+A)P=a, onde 1+ n}, <4, 
cioè 








“a riv n + 
* 


tendendo @ 





i a—-1 a—1 
La successione «a — 1, 5 sità 
2 3 
a 


zero, lo stesso accadrà a maggiore ragione per Àn, cioè 
1 - ; 
per a" — 1. 


d) Se x è un numero positivo minore d’uno, si de- 


1 
duce da quanto precede, e considerando « SO age 23 


che la successione 
Vi ) 
1 sro x, 1 er x a ALI | 1 5% disc 
tende a zero. 


9. Sia un numero « positivo e maggiore d’uno; se 


(7) 


| A, , Ao sis An geco 


RS DES: Dana 
è una coppia di successioni convergenti, le successioni 


a a: a 
\ ELI T Aag 


(8) 


li bs 
( x°1, x Zocco x Disco 


formano pure una coppia di successioni convergenti. 
Infatti, dall’ essere a <b, segtte ($ 72) at < ab; inoltre, 
si ponga dD=a + h; viene: 


o a =aa — 1). 


Ora, preso un numero %& nella successione delle d e 
un numero e arbitrario, si può ($ 74, c) prendere n tale 
che sia 


Ma poiché le successioni (7) formano una coppia con- 
vergente, si possono prendere a e d tali che sia 


1 
n 


P Pe e MIRA ROTA Sl LR RA, 8 Ra ARRE IRA Ne ea 
ESPRIT ARIETE A, POLO RE PIPA MOIO MI SII 
a . Ù ca & Li cer x Mai 


vara 





Ne viene, poichè è kK > a, cioè af > a: 


1 
gian 
e la coppia (8) è convergente. 


Se il numero x è positivo e minor d’ uno, il teorema 
1 


sussiste e si dimostra sostituendo ad « il suo inverso = 
dove è x’ > 1. In ogni caso, la coppia (8) definisce dunque 
una sezione, cioè un numero reale &. 

76. Ciò posto, se le successioni (7) definiscono un 
numero razionale c, il numero £ definito dalle (8) non 
differisce da «°. Infatti ogni numero 2* è minore, ed ogni 
numero a’ è maggiore di x° nel caso di x > 1; ed inversa- 
mente nel caso di x < 1. Se invece le successioni (7) defi- 
niscono un numero irrazionale n “ si definirà il numero G 
, individuato dalle successioni (8), come la potenza (aritme- 


, tica) di x di esponente irrazionale , 
adi 
seal. 


77. Dalla precedente definizione risulta immediata - 
mente, anche per le potenze d’esponente irrazionale, la 
validità delle leggi formali del $ 8. 


D - RIASSUNTO DELLE PROPRIETÀ 
DELL’ INSIEME DEI NUMERI REALI. 


78. Abbiamo. visto, nei paragrafi precedenti, come il 
nome di numero, attribuito dapprima agli. enti della 
successione (I), si sia esteso poi via via allo zero, agli 
interi negativi, ai frazionari, agli irrazionali. Abbiamo 


- 


RIEN ppt 


ottenuto così l’insieme dei numeri reali, distinti 
- 


Pa 


in positivi e negativi separati fra loro dallo zero. Abbiamo 
visto pure come per i numeri reali sia possibile di defi- 
nire le operazioni, a risultato unico, di addizione e 
di moltiplicazione, caratterizzate dalle loro leggi 
formali, e come per la moltiplicazione valga inoltre il 
principio di annullamento del prodotto. Abbiamo definito 
la sottrazione, operazione inversa dell’ addizione, e 


la divisione, inversa della moltiplicazione, ed abbiamo . 


riconosciuto come anche queste operazioni siano sempre 
possibili e a risultato unico, eccezione fatta per la divi- 
sione con divisore zero. Infine abbiamo definito la potenza 
(aritmetica) ad esponente reale qualsiasi per ogni numero 
positivo, ed in particolare dimostrata 1’ esistenza della 
radice (aritmetica) di indice qualunque. 

79. L'insieme dei numeri razionali essendo conden- 
sato, come si è visto al $ 43, è tale anche l’ insieme 
dei numeri reali. 3 

80. Per ogni numero reale « vi ha luogo a conside- 
rare il valore assoluto, che si rappresenta con |«|. 
Codesto valore coincide con x, Se x è positivo; è uguale 
a —a, se x è negativo. Come al $ 16 e al $ 19, si verifica 
immediatamente che p 
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Se si ha un complesso di somme. e moltiplicazioni 





Ne viene 
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eseguite su numeri reali, “ il valore assoluto del risultato 
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, è minore, o al più uguale al risultato dello stesso com- 


7 
‘, plesso di somme e di moltiplicazioni eseguite sui valori 
» assoluti dei numeri stessi ,,. 

81. L’insieme dei numeri reali gode della proprietà 
che “ dati due qualunque «, 8 di questi numeri, si può 
» Sempre prendere dell’ uno un multiplo tale da superare 
» lRaltro in valore assoluto ,,; cioè si può trovare un 


numero intero positivo m tale che sia + 


mx] => |B 





Pa 


Basterà evidentemente di verificare questa proprietà 


nel caso di x e fi positivi, e per il caso di a < f. 
Ora si vede subito che se 7 (pe q interi) è unenu- 


mero razionale minore di «x, ed » un intero superiore a $, 


basta prendere m > gr per avere 


i =; ce-quindi mx > 0) 


al 
82. a) Si presenta ora una questione importante. Una 


sezione, nell’ insieme dei numeri razionali, non corrispon- 
deva sempre ad un numero razionale ($ 55); ed è appunto 
in seguito a ciò che siamo stati condotti ad introdurre 
i numeri irrazionali. Or bene, se consideriamo l insieme 
dei numeri reali, e in esso facciamo una sezione, cioè se 
collochiamo tutti i numeri reali in due classi A, A’, per 
modo che ogni numero entri nell’ una o nell’ altra, e che 


(1) La proprietà ora accennata si esprime dicendo che i numeri 
reali formano un sistema Archimedeo (cfr. s 85). Il prof HiLBerr ha 
dimostrato recentemente (Grundlagen der Geometrie, Gottinga, 1899) che 
in forza di questa proprietà, la legge commutativa della moltiplicazione 
dei numeri reali, risulta come conseguenza della legge associativa. 


Ria 





ogni numero di A sia minore di qualsiasi numero di A, 


“ esisterà sempre un numero reale massimo fra ‘i 
= numeri di A o minimo fra quelli di A’, e quindi cor- 
» rispondente alla sezione ? ,, Per vedere se ciò accada 
effettivamente, consideriamo la classe A dei numeri razio- 
nali contenuti in A, e quella 4’ dei numeri razionali 
contenuti in A’; è chiaro che (A, 4’) è una sezione, cui 
corrisponderà un numero £g. Ogni numero x < È appartiene 
ad A. Infatti, x è generato da una sezione (5, B') del- 
l'insieme dei numeri razionali, e poichè è x < È, qualche 
numero k di £’ appartiene ad 4, e quindi ad A, ma 
è x<k; onde x appartiene ad A poichè vi appartiene %. 
Così, per la stessa ragione, ogni numero 9>& appartiene 
ad A’; talchè al numero È corrisponde effettivamente la 
sezione (A, A’) fatta nell’ insieme dei numeri reali. 

Questa proprietà si esprime dicendo che “ l’ insieme 
» dei numeri reali è continuo ,,. 


b) Date due successioni di numeri reali 


, “o i 
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tali che sia cn:: > n; Bnx1 <Pn; © che preso un numero 
positivo e piccolo a piacere, si possa trovare un n» tale 
che sia |fn — an| <£, onde segue che tutte le f sono 
maggiori di qualunque «, le successioni si dicono con- 
vergenti. È 

Ora, come si è dimostrato al $ 54 per le successioni 
convergenti di numeri razionali, si può dimostrare, 
nello stesso modo, che in generale: 

“ Due successioni convergenti di numeri reali defi- 
» niscono una sezione nell’insieme dei detti numeri, e 


» quindi individuano un numero reale £ ,,. 





La 


83. L'insieme dei numeri razionali è numerabile s 


(S 46). Basterà evidentemente dimostrare ciò per i numeri 
razionali positivi; è. chiaro infatti che se due classi sono 
numerabili, è tale anche la classe che risulta dall’ insieme . È 
delle due. Ora, si scrivano i numeri razionali sotto forma &--Z 
di frazioni irriducibili, e si considerino quelle in cui la 
somma dei termini è successivamente uguale a 2, aL 


si vede come in questo modo- sì «ottengano tuttii numeri 


della successione (1). La successione dei numeri razionali, 
così ordinati, sarebbe la seguente: | 
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razionali, e come essi si possano coordinare ai numeri & x 
£ 
È 
s 
4 
È 
E 
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Invece, insieme dei numeri reali non è numera- i eD 
bile. Ciò si dimostra (!) facendo vedere che “ data una- = 


» qualunque successione 
» Xi , Xo VIZIO Xn dana 3 : 
BE) - È 


» di numeri reali disuguali, vi è sempre, nell’intervallo 

n dei numeri reali compresi fra due numeri dati qualunque A 

n 4, b(a<b), qualche numero f non appartenentè alla 0 

n Successione ,. Ne consegue che non è possibile di for- 

mare una successione comprendente la totalità dei numeri 

reali. | Ati È <da 
Da ciò si intende come la. frequenza dei numeri 

irrazionali si debba riguardare come superiore, nel campo 3 d 

dei numeri reali, a quella dei razionali. 


ra - 


(1) Daremo nel Cap. V la dimostrazione di questo teorema, dovuta i 
a G. Cantor (V. Acta Mathematica, tom. II, pag. 353-856). A 





CAPITOLO TERZO 


La corrispondenza fra i numeri reali 
ed i segmenti. d 


À - I POSTULATI DELLA RETTA. 


84. Assumeremo dalla Geometria il concetto di linea 
retta; questo concetto è caratterizzato da una serie di 
proposizioni ricavate dall’ intuizione sperimentale e dette 
postulati, che qui riassumiamo (1). 

1°) Una retta è individuata da due punti. 

2°) Un punto qualsiasi della retta la divide in due 
| parti, dette semirette o raggi, indefinite. 

3°) Sulla retta esistono infiniti punti. 

4°) I punti della retta presentano un ordine, cioè si 
può dire se un punto ne preceda o ne segua un altro; e 
quest’ ordine si può invertire, il che si esprime talvolta 
dicendo che la retta si può percorrere in due sensi opposti. 

5°):Due punti della retta determinano su di essa un 
segmento (*); l’ordine dei punti nella retta (4°) permette 
di riconoscere se un punto è interno al segmento o no; 
entro ogni segmento si possono segnare infiniti punti. 

In aggiunta a questi postulati si hanno i concetti di 
uguaglianza e di disuguaglianza dei segmenti, che noi 
ammettiamo senz'altro, come pure le note regole per la 


(1) Non preoccupandoci qui se sieno logicamente indipendenti, o no. 
(*) S'intende « segmento finito ». 
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somma e la sottrazione dei segmenti presi su di una 
stessa retta. Ammetteremo pure note le altre proposi- 
zioni degli Elementi di EucLIpe, compreso il postulato 
delle parallele, e fra le altre richiameremo le due seguenti 
proposizioni, di cui dovremo fare uso: 
6°) Di ogni segmento si può prendere il molteplice 
secondo qualsiasi numero (!). 
7°) Di ogni segmento, si può prendere la parte 
aliquota (o sottomolteplice) secondo qualsiasi numero (°). 
85. Ai postulati e alle proposizioni ora ricordate con- 
‘viene anche aggiungere: 
1°) Il postulato detto di ARCHIMEDE (*). Dati due 
segmenti quali si vogliano, si può sempre dell’ uno pren- 
dere un tale molteplice che superi l’altro. 
2°) Il postulato della continuità (4). 
a) Data sopra una retta una successione indefinita 
di segmenti 
Ab da PIRA Bat 
tali che ognuno sia contenuto nel precedente, e che preso 
un segmento e arbitrariamente piccolo, si possa sempre 
trovare nella successione un segmento A4,B, minore di e, 
esiste un punto X interno a tutti i segmenti della 
successione. Segue dal postulato di ARCHIMEDE che questo 
punto è unico. 
Di questo medesimo postulato si può anche dare il 
seguente enunciato, che ne differisce solo nella forma: 


) 
I IAALIbR pro piRS: 

8) Che però si trova già, in sostanza, in EvcLipr. Lib. V, defin, 4. 
) Detto talvolta, impropriamente, postulato dî DEDEKIND, mentre 
questo nome spetta al postulato dell’esistenza dei numeri sirrazionali 
(Vv. $'56). 
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b) Si abbiano su una retta, a partire da un punto 
fisso 0, due classi Ae B di segmenti. Ogni segmento OA 
della classe 4 sia minore di qualsiasi segmento OB della 
‘classe B; inoltre, preso un segmento arbitrario e, si possa 
trovare un segmento 0A in A ed un segmento 08 in B 
tali che la differenza 0B — OA sia minore di e. Sotto 
queste ipotesi, esiste un segmento OX, ed uno solo, 
che separa i segmenti di 4A da quelli di B, intendendo 
con ciò: 

che se appartiene ad A, è maggiore di ogni altro 
segmento di A e minore di tutti quelli di B; 

se appartiene a 73, è minore di ogni altro segmento 
di B e maggiore di tutti quelli di A; 

se non appartiene nè ad A nè a B, è maggiore di 
ogni segmento di A e minore di ogni segmento (et: 
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B - MISURA DEI SEGMENTI DI UNA RETTA. 
È a 


86. Sopra la retta indefinita xe, si prenda un punto 
fisso O (origine) e a partire da questo un segmento ar- 


DItrario OA}: A (cile ni | | | | | 45 
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questo segmento, i 
che diremo unità lineare, facciamo corrispondere ilenu- 
mero 1. Prendiamo nel medesimo senso e a partire da O, 
i molteplici di 0A, secondo i numeri 2, 3, 4,..., ed avremo i 
segmenti 0A,, 0A,, 0A,,... ai quali faremo corrispondere 
i numeri 2, 3, 4,... Alla somma dei due segmenti CALSOAL 
corrispondenti ai numeri A, X, corrisponde il numero A + X. 

Prendiamo nel senso epposto al primo, e a partire 
da 0, i' segmenti 04,, 04y, DA;/,... rispettivamente uguali 
ad OA, ed ai suoi molteplici secondo i numeri 2, 3,.4; & 
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questi facciamo corrispondere i numeri — 1, — 2, — 3,..; 
alla somma e differenza di, segmenti corrispondenti a 
numeri interi, positivi o negativi, corrisponderà la somma 
e differenza di questi numeri. 

I numeri interi si dicono misura dei rispettivi seg- 
menti rispetto all’unità OA,; i numeri stessi si dicono 
ascissé.dei punti A}; Axy 43}, Ar; dp Alnuntog0ssticta 
corrispondere il numero zero. Zero è l’ascissa dell’ origine. 

87. Si divida il segmento unità 0A, in » parti uguali 
e si prenda di questa nn parte OE la molteplice OF se- 


condo m. Il segmento OF si farà corrispondere al numero 


170 


5: si dira anche che OF ha per misura questo numero; 








| sele (06: | al segmento OP’ 
pet te ara F uguale ad OF e 


7 : TE? mn 
contato in senso opposto, corrisponderà’ il numero — ® 


(A 


i Mm : 
Inversamente, ad ogni numero razionale # Po corrisponde 


un segmento che si costruisce dividendo 04, in »' parti, 
prendendo la molteplice secondo m’ della parte aliquota 
di OA, ottenuta, e portatido questa molteplice nel senso 
di OA, o in senso opposto a seconda del segno del nu- 
mero razionale dato. | 

Ogni punto ottenuto colla costruzione indicata ha per 
ascissa un numero razionale. 

Abbiamo così trovato che ad ogni numero razionale, 
fissate che sieno l’unità lineare e l'origine, corrisponde 
un segmento ed uno solo, ovvero un punto avente quella 
ascissa ed uno solo (!). 


è 
(1Y I segmenti razionali hanno, una comune misura coll’yunità, e 


si dicono perciò commensurabili con essa. Un segmento è misurato da 
n 
un humero razionale se è commensurabile, e reciprocamente. 


n 
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Fissata l'origine e l’unità lineare, i punti di ascissa 
razionale si dicono talvolta, per,brevità, punti razionali. 

88. Non tutti i segmenti della retta corrispondono a 
numeri razionali: ad esempio, sé sul segmento 04, si 
descrive il quadrato OD, e centro in 0, con raggio OD, 
si conduce la circonferenza che incontra xx’ in D,, OD è, 
come si sa, incommensurabile con 0A, e quindi non ha 
per misura un numero razionale. 
: 89: Ad ogni numero irrazionale corrisponde un seg- 
mento determinato. Sia infatti il numero irrazionale 2, 
definito dalla sezione (A, B) dell'insieme dei numeri ra- 
zionali. Dalle classi A, B, possiamo estrarre i numeri 
UA Anzi 001 DIS Og gico Ogg TISperuivamente, per. modo 


* LI . . . . 1 . e a 
che, presa l’unità frazionaria arbitraria 3) Vi sia un Ba 

1 1 | i 
ed un an», tali che sia bn — dm < 3 A questi numeri 


razionali corrispondono su xx’ ($ 87) i segmenti 04,, 
0A,;... 0Ax;... ed 0B,, 0B;,... 0B,,... soddisfacenti alle con- 
dizioni del postulato della continuità; esiste dunque un 
segmento OX maggiore di tutti gli 04, e minore di tutti gli 
OB,; questo segmento si dirà corrispondente al numero x. 
Si dirà pure che il segmento OX è misurato da «. 

90. Reciprocamente, ad ogni segmento OX incommen- 
surabile con 0A, corrisponde un numero irrazionale de- 





terminato. Infatti, presa | O I 
la (10")sima parte (p. es.) di Dina K 
OA,, e prese di questa le molteplici, se ne troveranno 
due consecutive (postulato di Archimede) che compren- 
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n FOR ed (mn + 1) Tx Formate 


allora le successioni di numeri 


deranno OK; siano esse m 


Mi Mm Mz a ELI ie E ar 
OMO a OA SION TOA 





VT 


queste definiranno una sezione e quindi un numero «, il 
cui segmento rappresentativo non differirà da OK. 

91. Riassumendo, si è ottenuto, in ciò che precede, 
un determinato modo di corrispondenza fra i numeri reali 
ed i segmenti, il quale ammette le proprietà seguenti: 

“ a) Ad ogni numero reale corrisponde un segmento 
ed uno solo e viceversa, fissata l'origine e l’unità li- 
neare. 

, d) Al segmento maggiore corrisponde il numerd 
» maggiore e viceversa. 

» €) Al segmento somma di due segmenti dati, corri - 
sponde il numero somma dei due numeri corrispondenti 
ai segmenti addendi, e viceversa. È 
» d) AI postulato della* continuità nella retta cor- 


risponde, nell'insieme dei numeri reali, il postulato di 


» DEDEKIND 0 dell’ esistenza del numero LAZIO Na e la. 


» conseguente proposizione del $ 82, d) ,,. 
Brevemente, queste proprietà si esprimono dicendo che: 
“ Frai numeri reali ed i segmenti intercede una cor- 
rispondenza biunivoca, ordinata, proporzionale, continua ,. 
92. Una data specie di grandezze può essere tale da 
farsi corrispondere, almeno entro:certi limiti, ai segmenti 
di una retta, per modo che la corrispondenza sia biuni- 
voca, ordinata, proporzionale e continua. Essa può farsi 
allora corrispondere ai numeri reali colle stesse proprietà, 
ed, entro i limiti convenienti, ad ogni grandezza della. 
specie considerata corrisponderà un numero che ne sarà 
la misura. Come esempi di simili grandezze si possono 
citare le aree, i volumi, i pesi, i tempi, le temperature, ecc. 
93. Per la corrispondenza che si è stabilita fra i nu- 
meri reali ed i segmenti contati su di una retta a partire 
da un’origine fissa, molte considerazioni del nostro Corso 
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di Algebra, in particolare quelle del.Cap. V, si potranno 
fare indiffereritemente sugli uni o sugli altri. Intesa stabi- 
lita l'origine e l’unità di lunghezza, sostituiremo dunque, 
quando ciò sia giovevole all’intuizione 0 quando il lin- 
guaggio ne possa risultare più chiaro, il segmento al 
numero che. lo misura, od anche il punto estremo di 
questo segmento, l’altro estremo essendo l'origine fissa. 
Non vi potrà quindi essere alcuna ambiguità (ferma sempre 
la convenzione sui segmenti misurati da numeri positivi 


e negativi) se in luogo di dire “ il numero 5, il numero 


0 


0 il numero VT ,,, si dirà £ il punto 5, o il punto:— ss 
L) 

o il punto V7 ,, o, se in luogo di dire “ l’aggregato dei 

numeri d, b, c,... , si dirà “ l’aggregato dei pùnti a, d, c,... ,. 

Quando di un segmento A si considererà’ la lun- 

ghezza assoluta, indipendente dal senso, si scriverà | AB|, 

e la misura di | AB| sarà il valore assoluto |a| del nu- 


mero a che misura 45. 





CAPITOLO QUARTO 


I numeri complessi. 


À - CALCOLO DEI NUMERI COMPLESSI. 


94. Sebbene l’ introduzione dei numeri irrazionali 
permetta di dare la soluzione di numerosi problemi, irri- 
solubili nel campo dei numeri razionali, pure si presen- 
tano altri problemi, alcuni dei quali di aspetto molto 
semplice, che non ammettono soluzione in tutto il campo 
dei numeri reali. Ad esempio, non esiste alcun numero 
reale che soddisfi all’ equazione 


2 


xo = —/0, 


dove a è un numero positivo; si ha infatti, per la regola 
dei segni ($$ 18, 65) che un simile numero x non può 
trovarsi nè fra i reali positivi, nè fra i negativi. 

Ma, come accadeva per le equazioni 


b'+.a = 3, Ma —40,00° =, 


rispettivamente impossibili nei campi dei numeri positivi, 
degli interi, dei razionali, ma la cui soluzione si trovava 
mediante opportune estensioni del concetto di numero, 
si può chiedere se sia possibile un ulteriore ampliamento 
della classe dei numeri ed una applicazione, a codesta 
classe ampliata, delle operazioni fondamentali colle stesse 
loro leggi, quali ci sono già note. 





ROREROA 


La risposta è affermativa, ed è data dalla teoria dei 
numeri complessi, che qui introduciamo. 

95. a) “ La coppia di due numeri reali a, d, qualsiansi 
» e succedentisi in ordine stabilito, si considera come un 
, ente @ a sé, al quale si dà il nome di numero complesso, 
» e che si rappresenterà per ora con 


Gini KI PRUINLTA: 
b) “Due numeri complessi 
x= (4,0), y= (c, d) 


» Si diranno uguali, quando sia 


-», e soltanto in quel caso ,.. 


4} 


Da questa definizione seguono immediatamente, come 
il lettore può facilmente verificare, le leggi riflessiva, 
commutativa e transitiva ($ 3) dell'uguaglianza; cioè: 


SARO IRA SOI VOI ESE 


c) Per inumeri complessi non si stabilisce invece il 
concetto di disuguaglianza (significato di maggiore e minore). 

d) I numeri reali si riguardano come caso parti- 
colare dei numeri complessi, convenendosi di porre : 


a = (a, 0), ed in particolare 0 = (0, 0). 
e) Somma di due numeri complessi 
e= (4,5), y= (0, d) 


| è il nuovo numero complesso (a + c, d + d), che si indi- 
cherà con x + y. Essendo z = (e, f), si avrà quindi 


(C+y+2z=(a+c+e, db+d+ f). 
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Da questa definizione risulta subito che 1’ operazione 
con cui da due o più numeri si passa alla loro somma, 
ubbidisce alle leggi formali dell’ addizione ($ 5), e che sei  ‘ 
numeri x, y, sì riducono ad essere reali, questa operazione 
ricade sull’ addizione dei numeri reali. Perciò a tale opera- 
zione ($ 9) compete legittimamente il nome di addizione. 

f) Lo zero è modulo anche per l’ addizione dei 
numeri complessi. Infatti ; 


da 0A (00) = (A 0 0) ana 


g) Essendo sempre a = (a, 5), y= (c, d), ’ equazione 


, 


LtTuT.y 


C) 


è immediatamente risoluta da . 
u=z(e—-a, d — d. | 


Si porrà w=y — x, ed è così dimostrata possibile, in 
ogni caso, la sottrazione dei numeri complessi. 
h) Ad ogni numero complesso a = (a, 6) corrisponde 
il contrario — a 0d a’, dato da a =(—a, — d). 


96. Dall’addizione risulta, per m intero positivo: 
(1) : % ma = (ma, mb), 


onde si deduce facilmente per p, q interi positivi : 


pa __ (È 2) ; | i 
SRIAZEE ASCII AI 
. Questa operazione si dirà moltiplicazione di x per un 
numero razionale positivo. | : 
Si estenderà la formula (1) al caso di ogni numero m 
reale: si dirà cioè prodotto di x = (a, 6) per il numero 


reale m, il numero (ma, mb). Per l’ operazione di molti- : 


Ti 


RR 


plicazione così definita, risulta, come si verifica imme- 
diatamente 


mae +y— Mx + my; (m+n)a=ma+na; 


m(nx) = mn .xe; 0x0, 


conformemente ‘alle leggi note della moltiplicazione ($ 6). 
97. Dalle regole dei $$ 95 e 96 risulta che il numero 
a = (a, d) si può anche scrivere 


©)  a=(40)+(0,60)=4+5(0,1). 


Ogni numero complesso risulta dunque dalla somma 
di un numero reale (parte reale di x) e del prodotto di 
un secondo numero reale d per l’ente fisso (0, 1). A questo 
ente si da il nome di seconda unità dei numeri complessi. 
+ 98. Rimane da definire la moltiplicazione di due nu- 
meri complessi «= (a, 5), y=(c, d). Converremo di 
dare come risultato di tale moltiplicazione, o prodotto xy, 
il numero complesso 


3A RISE xy = (ac — bd, ad + be). 


a) Questa definizione soddisfa evidentemente alla 
legge commutativa. 
* È) Si deduce subito, dalla (3), l’espressidne del pro- 
dotto (xy)z, su cui si verifica senza difficoltà (!) la vali- 
dità della legge associativa. 

c) Applicando la (3), si trova pure immediatamente (’) 


che è 
(e +2)Y=@y + 2y, 


onde vale la legge distributiva della moltiplicazione. 


/ 


(1) Si lascia al lettore la facile verificazione. 


A SCATTATO 


d) Sex = (a, 0), y= (c, 0), la (3) ci dà xy = (ac, 0) = ac, 
cioè la moltiplicazione definita dalla (3) si riduce a quella 
dei numeri reali se x ed y si riducono reali; perciò (prin- 
cipio del $ 9) è legittimo il nome di moltiplicazione dato 
all’ operazione definita dalla (3) (1). 

e) Sia x differente da zero, cioè a e d differenti da 
zero. Se fosse xy = 0, ne verrebbe 


at —bda=0, ad +bc =0, 
onde 


e infine 


Ma questa condizione fra numeri reali richiede che 
sia c—=0, d4—=0, onde infine y=0. 


hi 


Reciprocamente, se è y= 0, è xy=-0 per la (3). Onde 
“ l’annullamento di un fattore è condizione necessaria e 
» Sufficiente per l'annullamento del prodotto ,,. 

Riassumendo, “ definendo la moltiplicazione dei nu- 
» meri complessi mediante la (3), questa operazione gode 
» — Come è richiesto dal principio del $ 9 — di tutte le 
» proprietà della moltiplicazione dei numeri reali ($$ 6-10 
, e 66), cui essa si riduce sei fattori si riducono reali ,. 


99. Applicando la (3) al numero complesso (0, 1), viene 
(0, 1)(0, 1) = — 1. 


La seconda unità dei numeri complessi è dunque 
— in base alla definizione (3) della moltiplicazione — tale 


(1) Se uno solo dei due numeri si riduce reale, la moltiplicazione 
definita dalla (8) ritorna a quella del $s 96. 





Vo, genna 


che il suo quadrato è uguale a — 1. Lo stesso è del nu- 
mero (0, — 1) contrario di (0, 1). 
Secondo l’uso, porremo (0, 1) = è, ed avremo 


(4) VEST 


Ad è si dà il nome di unità immaginaria. 


Ne segue immediatamente, essendo a reale 





esattezza 


e quindi nel campo dei numeri complessi, quali si sono qui 
introdotti, si trova la soluzione delle equazioni a? = — aò, 
impossibili nel campo dei numeri reali. I numeri della 
forma ai, (a reale) si dicono numeri immaginari. 

100. (1) [Può sembrare arbitraria la regola (3) che si è 
"data per la moltiplicazione dei numeri complessi. Essa 
viene giustificata dalle seguenti considerazioni: 

a) La seconda unità dei numeri complessi, che 
figura nella (2), non è determinata finchè non sia determi- 
nata la regola della moltiplicazione. Infatti, sia e =(p,9) un 
numero complesso qualsiasi (però non reale, cioè g diverso 


da zero); si ricava*da 


Slo I. 


per il $ 96, 
p 1 
O)=— —+_—e 
0D=-7T+7% 
onde sostituendo in (2): 
DAD 
q 4 


e qui e si può considerare, alla sua volta, come seconda 
unità. Ogni numero complesso «x può dunque scriversi 
nella forma 

eat de 


(*) Il principiante può omettere lo studio di questo paragrafo. 
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tant 


essendo a’, b’ numeri reali, ed e un numero complesso 

(non reale) arbitrariamente scelto. : 
b) Ammettendo per la moltiplicazione le leggi as- 

sociativa, commutativa e distributiva, il quadrato di un 


numero n= p.+ ge sara dato da 
n} = pè + 2pqe + ge. 


Qui non è noto e*; ammettendo soltanto che esso sia 
un numero complesso r + se, viene 


ni = p'+'g°r 4 (2pg + 89°). 


Ora esisteranno infiniti numeri 7 complessi (non reali, 
cioè q differente da zero) il cui quadrato è reale. Basta 
infatti prendere n tale che sia 


2890; 


c) Scegliamo come seconda unità dei numeri com- 
plessi (questo paragrafo, a) uno dei numeri n di cui ora si è 
dimostrata l’esistenza, il cui quadrato è reale; sia n? = K. 


Presi allora i numeri 
* 


Calia Mpa) Cd 
sarà: 


(5) xy = ac + bdk + (ad + be). 


d) Vediamo ora se, nella moltiplicazione definita 
dalla (5), valga il principio di annullamento del prodotto. 
Se, supponendo x differente da zero (cioè a e % non nulli 
insieme) potesse essere xy = 0, senza che lo fosse y, il 
sistema 

ac + bdk =0, bc+ ad =0 
dovrebbe essere soddisfatto da valori di c, d, differenti da 


zero: sarebbe cioè 
a? — bk = 0. 
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LI 
Ma questa equazione non deve ammettere soluzioni 
reali, se deve valere il principio d’ annullamento; ne viene 


la conseguenza che % deve essere essenzialmente nega- 


tivo. Sia dunque posto %X = — A, A positivo. 
e) Infine, se n è tale che gf =— A, va = i sarà tale 
che #.= — 1. Prendendo ? come seconda unità dei numeri 


complessi, ogni tale numero sarà della forma a + dî, a e d 
reali, e la moltiplicazione sarà data dalla formula (3). 

Si vede dunque “ che la (3) è la sola forma di mol- 
» tiplicazione possibile se si vogliono conservate le leggi 
» Caratteristiche di questa operazione ed insieme il prin- 
» cipio di annullamento del prodotto ,]. 

101. Conformemente alla (2) e alla posizione del $ 99, 
il numero complesso (a, 6) verrà scritto, d’ ora in poi, sotto 
la forma 

9 a+ bi; 

‘a si dirà parte reale, bi parte immaginaria del numero 
i complesso. 

Le regole dei $$ 95-98 sul calcolo dei numeri com- 


plessi si riassumono allora nella forma seguente. 
Per l’ eguaglianza: i 


a) a + bi =c+di se, e soltanto se a c, b=d; 
in particolare, a + di —=0 se e soltanto se a—=0, D=0. 


Si è già avvertito che non si stabilisce il concetto di mag- 
giore e minore per i numeri complessi. Se dunque x ed y 
sono due numeri non entrambi reali, la scrittura 


> Y ORI 


non ha significato. Per indicare che x non è uguwale.ad y,% *** 


ssi scrive 





STRO 
Per l’addizione e sottrazione: 

b) (a + di) + (C+di)=atc+(60* di. 
Per la moltiplicazione: 

c) (a + di)(c + di) = ac — bd + (ad + be)i. 


102. Dalla regola della moltiplicazione, notiamo la 
successione delle potenze di 4: 


ed in generale, se m è intero positivo, sì ha 
dle LO) AO) O 


secondo che m è congruo 40, o 1, 0 2, o 3 rispetto 
al modulo 4. 

103. Due numeri complessi si dicono coniugati quando 
hanno uguale la parte reale e contraria la parte imma- 
ginaria. Sono dunque a + dî ed a — bîi numeri complessi 
coniugati. La somma di questi numeri è 2a; il prodotto 
è ‘a? + bè; somma e prodotto sono dunque reali, e il pro- 
dotto è inoltre positivo. 

Reciprocamente, dalla formula di risoluzione dell’ equa- 
zione di secondo grado risulta &he due numeri che hanno 
somma e prodotto reale, qualora non siano essi stessi 
reali sono complessi coniugati (!). 

La somma dei coniugati di a + di, c + di, è evidente- 
mente il numero coniugato della somma di a + di, c + di. 

Il prodotto dei coniugati di a + di, c+ di è ‘il coniu- 
gato del prodotto di a + di, c + di, come risulta subito 
dalla (3). Se ne deduce subito la dimostrazione del teorema. 


(1) E quindi hanno prodotto positivo. 
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d’aritmetica, “ che il prodotto di due somme di due in- 
» teri quadrati perfetti, è pure una somma di due interi 
» Quadrati perfetti ,,. 

104. a) “ Dividere a-+ di per c+ di significa tro- 
, Vare un numero x (quoziente) che moltiplicato per 


» C+ di (divisore) dia per prodotto a + di (divi- 


Il numero x, per non togliere la generalità, dovrà sup- 


porsi complesso; posto a = + vi, la divisione è espressa da 
(C+ di)(u + vi) = a. + di, 
onde, per le regole riassunte nel $ 101: 


\ ao =" 
(fai cod, 
da cui 


aC bd bei 
wo —= i ve =. 
(COREA deo! PARTI fa 


La soluzione è unica e determinata, e soffre eccezione 
Solo se ere 4 d’ —0.v-onde 'e—=0, d==0,.cioì e4di —0. 
Onde il quoziente di due numeri complessi esiste sempre 
ed è unico, tranne il caso in cui il.divisore è zero, nel 
quale caso, in virtù del principio d’annullamento del pro- 
dotto, il problema della divisione non ha significato. 

b) Condizione necessaria e sufficiente perche"Îl quo- 


ziente sia reale, è che sia 


(6) be—- ad —=0, ossia E A 


c) Il quoziente dei coniugati di a + dî, c + di 
è evidentemente il coniugato del quoziente di a + bi, 
c+ di. 


6 


105. a) “ Si chiama modulo (*) o valore assoluto del 


» numero complesso «= a + di, il valore positivo (aritme- 
» tico) della radice quadrata della somma dei quadrati 
» di a e d ,,. Designato con p questo modulo è: 


p= Na +3; 





esso si indica anche con |a| o con |a + di 

Se il numero complesso si riduce reale, il modulo non 
è altro che il valore assoluto quale è stato definito 
al $ 16. Lar ri 

b) “ Il modulo di una somma è minore della somma 
» dei moduli, o al più uguale ,. 

Siano i numeri complessi a =a + di, y=c+ di. Il 
modulo della somma è V(a+c)?+(0+d); la somma dei 
moduli è Va?+ bè + Ve? + dè, i radicali essendo sempre 
positivi. o | 

Ora, come è noto, è 


ì 2abed = a*d* + b?c?. 


dove l’uguaglianza vale solo per 


è 


SOLE rr 
nai 


(6) ad = be, ossia 


Aggiungendo ai due membri a?c* e b?2d?, ed estraendo 
“la radice aritmetica, viene 


ac+ ba <V(a +34 d3); = 


- 
© 


(1) Il vocabolo modulo è già stato usato, ma-con significati diversi, 
nei $$ 7 e 10, e nel $ 27 e seguenti. Fra questi varîì significati non 
è, per altro, possibile alcuna confusione, 








el pa 


- moltiplicando per 2, aggiungendo a? + 6° + ce? + d? ai due 
membri ed estraendo la radice aritmetica, si ha infine: 


(7) V (a+) + (60+d) <= MOSSE Ve + d°, 


che- dimostra l’ enunciato. 
Nel caso che sla soddisfatta la (6), si ha (£ reale): 


dI AUD: y= k(a + bi); 


|el+|y|=+]|E)Va®?+%; |e+y]=|1+k[|Va?+?%, 


e l’uguaglianza nella (7) ha luogo se, e solo se X è po- 
sitivo... NOA 
La formula (7) si può anche scrivere: 


(7) \c+y|=]e|+yl. 


ce) “ Il modulo di una differenza è maggiore della 
» differenza dei moduli, o almeno uguale ,,. 
Si scriverà 
le—y| Ze} yll 


Ciò è una conseguenza immediata del teorema precedente. 
d) “ Il modulo di un prodotto è uguale al prodotto 
dei MWoduli*; 


Infatti, se a a+ di, y=c+ di, si ha 





- \ellyl= V(af+b9(È+-d9), 
e per la (8): 


e 


sori V (ac — bd)? + (ad + be). 


. 


Un semplice sviluppo delle operazioni rende mani- 
festa.l’ uguaglianza delle due espressioni. 5 


L’estensione ad un prodotto di tre o più fattori è 
immediata. 


e 
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e) Dalla proposizione precedente segue immediata- 
mente che “ il modulo di un quoziente è uguale al quo- 
» ziente dei moduli ,,. 

f) Se F(a, y, 2,...) rappresenta un sistema di somme + 
e moltiplicazioni in numero arbitrario, da eseguire. sui 
numeri @, y, 2,... reali o complessi “ il modulo del risultato 
» © minore o al più uguale al risultato delle medesime 
A operazioni eseguite sostituendo ai numeri i rispettivi 
IMOLA CITRESTSHAI 

Ciò si può esprimere scrivendo 


E; 4; 2-4) Fe]; ly} |zk0d) | 


106. Dal $ 103 e dal $ 104, c), risulta che se F(x, y,...) 
è il risultato di un sistema di somme (e sottrazioni), mol- 
tiplicazioni e divisioni in numero arbitrario, da eseguire 
sui numeri complessi x, y, z,..., Il coniugato di FP coincide 
col risultato delle stesse operazioni eseguite sui coniu- 
gati di x,y, 2. 
107. a) “ Si chiama argomento di un numero complesso ; 


, r=@+ bi, e sì indica con arg. x, uno qualunque degli 
b 


a D 
» archi'avénti-@====.per'e0s0noer=====perssono tate 
/ / 5 b° t] 4 





DI 


Va'+0°. Nera 
Esistono infiniti archi soddisfacenti a questa condizione; 
essi differiscono fra loro per multipli di 27; se 6, 9’ sono 
due degli argomenti di x, si porrà, con scrittura analoga 


a quella dei $$ 27 e seguenti 


9 = 0 (mod. 2r) (3). 
è I 
(1) La seconda condizione determina solo il segno del seno, già 
determinato dalla prima in valore assoluto. 
.  (*) Nella massima parte dei casi, non vi è inconveniente.a dire 
« l'argomento di «x », invece di dire « uno degli ar ESCO tte aae e ; 
l’arg to d i e di dire legli argomenti di @ » 
Generalmente, s'intende allora il valore (unico) dall’argomento com- 


preso fra 0 e 27 (l'estremo superiore escluso), 





Rd I EZLA 


Un numero reale positivo ha per argomento lo zero; 
un numero reale negativo ha per argomento x. Un nu- 
T ST 
mero immaginario dî ha per. argomento > °° secondo 
che d è positivo o negativo. Lo zero non ammette argo- 
mento. 


Se gp è il modulo e 8 l'argomento di x, questo numero 
può scriversi: 4 
x =p(cosd+isen 0) 


(Forma trigonometrica del numero complesso). 


b) Condizione necessaria e sufficiente affinchè i due 
numeri complessi 


x =0(cos9 + #sen 0), y=oc(cosp + sen q) 
siano uguali, è che sia 
SE AVIDO): 


c) Si eseguisca, secondo le note leggi della molti- 


+ 


plicazione, il prodotto dei due numeri complessi 
= p(così + i sen 0), y= p*(cos 0' + i sen 0) 
dati in forma trigonometrica. Si ha, con semplici riduzioni : 
(8) xy = p2/[cos (9 +09) + sen (0+ 09)]; 
onde la proprietà: 


arg. xy = arg. € + arg. y. 


d) Ne risulta immediatamente 


x 
arg. > = arg. a — arg. y. 
F 


O 






‘e) Si ha pure, dal $ 105, c) e dal precedenté d), la 
formula, detta di MorvRE 


[o(cos 9 + è sen 0)" = p"°(cos m) + è sen m)), 


per ogni numero m intero e positivo. co È 


ate 


Be>- I VETLTLORI 


10S. “ Un segmento di retta, 4B, di cui si considerino 
» come elementi determinativi la lunghezza, la direzione 
, ed il senso, dicesi vettore ,,. 

Il punto A è il primo estremo, Bill secondo 
estremo del vettore AB. 

“ Due vettori AB, CD, si dicono uguali quando hanno 
» uguale lunghezza, sono paralleli, e sono considerati nel 
n medesimo senso ,,. 

Si scrive: - 

vett. AB. = vett. CD. 

Questa definizione di uguaglianza soddisfa evidente- 
mente alle tre leggi caratteristiche ($ 3) del concetto di 
uguaglianza. È È 

Per estensione, anche un punto si riguarda come un 
vettore e si dice vettore zero. » i 

Per ogni punto dello spazio si può condurre un vet- 
tore, ed uno solo, uguale ad un vettore dato. 

Ne viene che fissato un punto 0 arbitrario dello spazio 
(punto origine) come primo estremo, vi è una corri - 
spondenza biunivoca fra i punti dello spazio (con- 
siderati come secondi estremi) e tutti i possibili differenti 
vettori; in guisa che ad ogni punto corrisponde un vet- 
tore, e tutti i suoi uguali, e reciprocamente. 


Ei 


4 
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Di 








7 1 


109. a) © Dati due vettori AB, CD, si conduca in B 
il vettore BE uguale a CD. Il vettore che ha per primo 
estremo A e per secondo estremo £, si dice somma dei 


n 


n 
» due vettori AB, CD, e si scrive 


vett. AE = vett: AB + vett. CD.,,. 


Dato un terzo vettore G4, si può formare 


(a) (vett. AB + vett. CD) + vett. GH 
ed anche 
(6) -" — vett. AB+ (vett. CD + vett. GH); 


ora la semplice considerazione della figura permette di 
concludere che i due vettori rappresentati da (a) e (5) 


sono uguali. 


Una semplice osservazione di geometria elementare 


conduce anche all’ uguaglianza 
vett. AB + vett. CD = vett. CD + vett. AB. 


Perciò, all’ operazione con cui si forma la somma di 
due o più vettori, operazione. che ubbidisce alle leggi 
associativa e distributiva, daremo il nome di addizione. 

Se i vettori addendi sono paralleli, la loro addizione 
si riconduce a quella dei segmenti presi su di una stessa 
retta. 2 
Il vettore zero si considera modulo dell’addizione 
(cfr. .S 10). 

D Due vettori aventi la ‘medesima lunghezza, pa- 
ralleli, ma diretti in senso contrario, sì dicono contrarà. 
La somma di due vettori contrarî è il vettore zero. 

Dati due vettori AB, CD, si può cercare un terzo vet- 
tore XK tale che sia: 


veci) vettistk=>vebti=4B: 


PRIORI 
Il vettore X si dice differenza dei vettori AB, CD, e 
l'operazione per la quale esso si ottiene è la sottrazione 
dei vettori. 
Se CD è il contrario di CD, si ha evidentemente, per 


» 


le leggi della addizione, che 
vett. K = vett. AB + vett. CD. 


Graficamente, X si ottiene conducefido da B il vettore 
contrario a CD, sia BF, e costruendo il vettore AF. 

c) Si vede facilmente che, dati ì vettori concorrenti 
AB, AC, se su AB, AC si costruisce il parallelogrammo 
ABCD, il vettore AD è la somma, e il vettore CB la dif- 
ferenza di AB ed AC. 

d) Date due semirette 7, »’° concorrenti, -ed un vet- 
tore AB nel loro piano, si potranno sempre ottenere due 
vettori PQ, RS, aventi la direzione ed il senso di r, r ri- 
spettivamente, ed aventi per somma AB. i vettori PQ, RS 
si diranno i componenti di AB secofido TALIA e 

110. Tre vettori si dicono complanari quando, 
condotti da un’origine comune i tre vettori uguali, questi 
risultano contenuti in uno stesso piano. 

La somma di due vettori qualsiansi è complanare ai 
vettori stessi. 

La somma di tre o più vettori complanari, è compla- 
nare ai vettori stessi. 

Noi ci occuperemo d’ora innanzi solo di vettori com- 


planari, che potremo pertanto prendere tutti in un mede- 


(1) Le considerazioni grafiche elementari sulle forze, sui moti, sulle 
velocità, ecc., non sono che applicazioni della teoria precedente. Così, 
la resultante di forze concorrenti è la somma dei vettori rappresen- 
tanti queste forze. 
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simo piano: il quale d’ora in poi verrà tenuto fisso. Scelto 
in questo piano un’ origine, vi è corrispondenza biunivoca 
fra i possibili vettori differenti del piano, ed i punti del 
piano stesso: in guisa che ad ogni punto corrisponde un 
vettore (e tutti i suoi uguali) e reciprocamente. 

111. a) Nel piano in cui consideriamo i vettori, si 
conducano due rette (assi) ortogonali x, y, segantisi in O 
die; Nd fissato O come 
origine e un segmento OA 
come unità, fissato inoltre il 
senso positivo su # e su y, (ad 
esempio OA su x, OA’ su y), 
si stabilisca, secondo i $$ 86 
e seguenti, la corrispondenza 
frai numeri reali e i segmenti 


di x e di y. Ad ogni segmento 





OM di ®, ON di y corrisponderà 


Piet 


pertanto un numero reale; ad 
ogni numero reale corrisponderà un segmento di « ed 
uno di y. 

Ma i segmenti di « e quelli di y sono vettori di di- 
versa direzione. Di questo elemento (direzione) dei due 
assi, terremo conto mediante le seguenti convenzioni : 

“ Fissato che ai vettori contati su x a partire da O, 
coll’ unità OA, corrispondano i numeri reali, si converrà: 

» 1° che ai vettori contati da 0, colla medesima 
» unità, su l’asse y, corrispondano i numeri reali moltipli- 
» Cati per 7, cioè i numeri immaginari; e reciprocamente; 

» 2° che al numero complesso, somma di un numero 
reale a con un numero immaginario èb, corrisponda il 
vettore del piano che ha per primo estremo O e per 
» Componenti secondo x ed y ($ 109, d) il vettore di x cor- 





» rispondente ad a e quello di y corrispondente ad è; e 


» reciprocamente, che ad un vettore OP corrisponda il 
» numero complesso a+ 7, dove a ed + corrispondono 
» ai vettori 0M, ON componenti di OP secondo «x ed y ,. 

b) In questo modo è stabilita una corrispondenza biu- 
nivoca fra i vettori del piano, aventi per. primo estremo O, 
ed i numeri complessi. Ma siccome vi è corrispondenza, 
pure biunivoca, fra i vettori del piano, aventi il primo 
estremo in un’origine fissa, ed i punti del piano stesso, 
in quanto essi sono i secondi estremi dei vettori, così si 
può dire che “ passa una corrispondenza biunivoca fra i 
» punti del piano ed i numeri complessi ,, (‘). 

Il punto si dice indice del numero complesso corri- 
spondente. Un numero complesso e il suo indice si rap- 
presentano, ordinariamente, colla stessa lettera. 

All’origine corrisponde il numero zero; ai punti del- 
l’asse x i numeri reali; a quelli dell'asse y i numeri 
immaginarî. L’asse x si dice 
anche asse reale, l asse 7, 
asse immaginario (*). . 

112. Sia a+ di il nu- 
mero complesso corrispon- 
dente al vettore 0A (fig. 2), 
c + di quello corrispon- 





dente al vettore 05. La loro 


Eie:=2: 


somma sia il vettore OC. Se 
OH, OK, OL sono le componenti dei tre vettori secondo 


(1) I numeri reali a, è sono le coordinate cartesiane ortogonali del 
punto érdice del numero complesso a + di nel sistema di assi x, y. 

(?) La corrispondenza fra i numeri complessi e i punti (vettori) 
del piano è dovuta a WESSEL (1798), Gauss (1799) e Arganp (1806) 
(V. Encycl. der Math. Wissenschaften, I, A_4, p. 155). 
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l’asse x, e se BM è parallelo a questo asse, la considera- 
‘zione dei triangoli uguali OAH, BCM ci dà immediata- 
nente 


OL =a+c, e similmente CL=b5+d. 


Ne segue che “ se, nella corrispondenza.fra i numeri 
» complessi ed i vettori stabilita nel $ LEG ai numeri com- 
» plessi a + di, c + di,... corrispondono i vettori 04, 05... 
» al numero complesso somma di a + di, c + di,... corri- 
» sponderà il vettore somma dei vettori 0A, 0B,... ,. 

113. a) Se al numero complesso x = 4 + bi corrisponde 
il vettore OP (fig. 1), il modulo o valore assoluto di « è 
la lunghezza del segmento OP, considerata ‘positiva. © 

L'argomento di OP è l'angolo MOP che il vettore 
forma -colla parte positiva dell'asse x, o questo angolo 
aumentato di un multiplo arbitrario, positivo o negativo, 
di 2r. Al variare di OP nel senso indicato dalla freccia, 
l’argomento varia positivamente; negativamente, al va- 
riare di OP in senso contrario alla freccia (!). 

b) Il teorema 5) del $ 105 risulta subito nella cor- 
rispondenza fra numeri complessi e vettori, dal fatto 
che, essendo OC la somma dci vettori 0A, OB (fig. 2), il 
segmento OC non è maggiore della somma dei segmenti 
Od A02 

c) La formula (8) per la moltiplicazione dei numeri 


- sr . 


| complessi scritti in forma trigonometrica, ha una sem- 
plice interpretazione geometrica. Se OP, 0Q sono i vet- 
tori corrispondenti ai fattori (fig. 1), si formi il triangolo 
con OP e il vettore unità OA: indi su 0Q preso come 


(1) Nel linguaggio della Geometria @nalitica, il modulo e l’argo- 
mento sono le coordinate polari del punto P. . 


° 


io i i 





omologo ad 0A, e dalla stessa parte, si formi il triangolo 

simile 0QR; il vettore OR corrisponderà al prodotto. | 
In particolare, questa regola applicata ai vettori OA’, 

OA’, corrispondenti ad è, dà il vettore 0A, corrispondente 


a — 1. 


C - ESTRAZIONE DI RADICE. 


114.“ Un numero, la cui potenza n"* sia uguale ad a, 
x Si dice radice nm di 'a',. sì 
Qui intendiamo che 4 sia un numero qualsiasi, reale 
o complesso: mentre n è uni numero intero positivo, non 
minore di 2, che si dice indice della radice. 
"Sappiamo già che se a è positivo, esiste una radice 
nSma positiva, ed una sola, che si dice radice aritme- 
tica ($ 71); se inoltre n è pari, esiste un’altra radice 
reale, ed una soltanto, negativa, che è la contraria della 
radice aritmetica; ciò per il $ 18. 
Ci occuperemo dapprima delle radici nS"° dell’ unità, 
cioè dei numeri definiti dall’ equazione 


(9) SSD 


notando che se » è dispari, vi è la sola radice “reale x = 1, 
mentre se n è pari, le radici reali sono due, a =#.1. 

115. Per vedere quali siano, in generale, le soluzioni 
della equazione (9), poniamo 


ar E] 


x = o(cos8 + i sen 6); 


sarà per la formula di MorvRE ($ 107, e): : 


x = p"(cos n) + è sen #0), 





— 93 — A 


ma, poichè deve essere x" = 1, ed 1 ha per modulo 1 e 
per argomento lo zero, viene ($ 107, e): 


e =1, n9=0 (mod. 27). 


N 


La prima di queste equazioni richiede una soluzione 
reale e positiva, e quindi ammette come soluzione il solo 
numero 9= 1. La seconda ci dà 


__26re 


) 


) 


n 


essendo X un numero intero, positivo o negativo, arbi- 
trario. 
Le radici n° dell’ unità sono date pertanto tutte 


dalla formula 


QkT î 2kr 
FEO) ee ==.008 a VS (ari, AI. 
Abbiamo così, al variare di %, infinite determinazioni 
per x. Ma a queste non corrispondono altrettanti numeri 
distinti; se infatti è o 


Qhere ; 2kr Dre ; 2k'T 
ea i VERE ETRE yY = COS ano 





n 
questi numeri saranno uguali se, e soltanto se è ($ 107, 6): 


Zen dc Zlen 
ce (mod. 27), 
n n 





ossia 
k= k' (mod. n). o 


Talchè “ il numero delle radici distinte n°" dell’ unità 


» è n; esse si ottengono dalla formula (10) assumendo 


» perkinumeri di un sistema completo ($ 29) non congruo 


» rispetto ad n ,° 


pia i ae 
> (i 


+ : — 94 — 


In particolare, per 4 = 0 (mod. n) si ha la soluzione 
reale positiva x = 1, e, se n è pari, per | 


è 
- » 


n 
k= CE (mod. n) 
si ha la soluzione reale negativa a= — 1. 
116. Alle » radici n°" dell’ unità, di cui si è ora dimo- 
strata l’esistenza, corrispondono n vettori di lunghezza 


uguale all'unità, e i cui secondi estremi si trovano nei * 


vertici del poligono regolare di n lati inscritto nella cir- 
conferenza di Centro 0 e raggio 1; uno dei vertici essendo. 


nel punto 1 medesimo. Questa osservazione pone in rela- » 


zione fra loro due problemi di indole apparentemente 
assai diversa, la risoluzione dell’equazione (9) e la divi- 
sione del cerchio in n parti uguali. : 

* 117. Sia ora un numero a dato, che si può supporre in 
generale complesso, e sia » il suo modulo, «x l’argomento : 


.a=r(cos a + i sen a). 


Si vogliono trovare le radici n° del numero «. 

a) Dapprima, è radice n°" il numero 1 

(11) E 5° (cos 2 4 isen s) 7 
n n 

1 
dove r" denota la radice aritmetica n"* di r. Infatti, la 
formula di MorvrE applicata al numero È dà immediata- 
mente è" = a. 

* b) Trovata una radice n°” di a, sia ad es. È, ed 
essendo e una radice n°®"* dell'unità, il prodotto Ée sarà 
pure radice nî°"* di a, come si verifica immediatamente. 

c) Reciprocamente, se È, è una seconda radice nsm* 
di a, e si pone uguale ad e il quoziente di $, per &, e è 








ci e reni ee ta Por dra, 


up 
una radice nf" dell'unità. Infatti è 


» 


coi —- cos —_ a, CE —_ a, 
onde. e! = 1. 
Talchè le soluzioni dell’ equazione 


3 finan 


si ottengono tutte cercandone una, che è data da (11) (!), 
e quindi moltiplicando questa prima soluzione per le ra- 
dici n° della unità. è 

d) Gl’indici degli n numeri complessi, soluzioni di 


e" = a, sono i vertici di un poligono regolare di » lati, 
gi 
inscritto nel cerchio di centro 0 e di raggio 7". Un primo 


i x i 
vertice ha per argomento xa essendo «x l’argomento di a. 
e) La (11) si può riguardare come una estensione 


x E T 
della formula di MorvrEe per l esponente sn Si lascia al 


lettore la facile estensione di questa formula al caso di 
un esponente razionale qualsiasi. i 
118. Per brevità, indicheremo colla scrittura 7, la di- 
citura “ radice n°"® dell’ unità ,. 
a):* See cò. una, è anche una: Yan a 
Infatti, da e» —= 1 risulta subito (e”)" — em — 1 
Ne segue che se m è un numero composto, e d,, d,,... 
sono suoi divisori, le 7°)} 2°%2,,.. sono tutte 7. 
b) “ Se e è una 2, ogni sua potenza intera è pure 
Und rp 
Triatdedasc—.l-sepuossrtzzlio ci0b: (eat 


(*) Se « è reale positivo, questa prima radice può essere l’arit- 
metica, ; 


N 





c) * Le successive potenze intere di una 2, si ripro- ‘ 


ducono periodicamente ,,. x 
Si formi infatti, e essendo una 2, la successione 


(a) SPANO Ser Id III TAI cer EVE LANE “SIN i 
K- ‘per ipotesise*=1;-0Ndesttii=2'e metta icona 0 SI 

1 SPS a : : È 
periodicità è accertata. Precisamente, si ha 3 
e» e secè.h=% (mod. n). 


Così si è visto ($ 102) che ? è una 7,, e che È 


vet se16 he Modsdr x 


d) Dalla periodicità rilevata nelle potenze succes- 
sive di una 7,, segue che tutte le potenze di e fra loro 
differenti sono contenute nella successione limitata: 





(5) SA oi a A 


Si presenta ora la questione di sapere se gli elementi 


di questa successione siano tutti diversi. Quando ciò ac- 3 
cada, e si dirà radice n8"% primitiva dell’ unità. | 
Ora, se fosse A<X%< n, ed Sa 
3 
ch È ek È 4 
E v 

vi b w 

ne verrebbe e'-h—1, onde .e è una rig, t-h<n, cioè: * 
“ Se e non è 9, primitiva, è una 27m; CON MZ ,. A 
Le radici primitive n°" della unità sono dunque ra- ; 
dici di a* —:‘1,.ma.non' radici. di un'equazione 2 —_Iedi 
grado inferiore, e la reciproca è evidente. 3 
e) Se e è una 7, non primitiva, vi sarà nella succes- - 
sione (6) un primo elemento uguale ad 1; sia esso eh. a 
. Le ; 
Il numero A è divisore di ». Infatti, se fosse i 
5; 
n= gh nen RG 
i 
pr 








‘ verrebbe 


e — (e8)d ì Ss: 

n * 
e per essere e°-—= 1, e*— 1, conseguirebbe e'= 1 con r<A, 
contro l'ipotesi. 


f) Sia e una #,, e si ponga sotto la forma ($ 115) 


2k 2k 
LIU Et22c08 — + isen — (210209, 1A 


“ Condizione necessaria e sufficiente perché e sia 2°n 
n, Don primitiva, è che £ abbia qualche divisore co- 
FIR UR: GON Mio 

Se infatti e è non primitiva e A < n è il primo intero 
tale che e" — 1, si ha n= 94. Innalzando la (10) alla po- 
tenza A mediante la formula di MorvrE, viene 


n f è 


Qkhr 
n 





= 0 (mod. 2r),. cioè Xk=mn= mgh, 

onde k = mq, cioè k ha con » il divisore comune 9g. 

- «Reciprocamente, se % ha con » il divisore comune d, 
ed n=dp, k=4dp', basta innalzare la e a potenza pe 


viene 


+ :% sen 19 


2dpp' 2dpp'r 
n n 


Pertanto “ un’espressione (10) è #, primitiva se, e 
» Soltanto se X è primo con n ,,. 
Le radici n°"° primitive dell’unità sono dunque in 
numero di*v(n) ($ 31). | i 
Es. - Le 7, primitive sono 
ST ST 


, Se, ia Ag NV Aa | i = COS + sen 
pre 3; De pre 2 Di 


LI 


7 i a \ a” + ba Dai SA NI 7 <edi sì Ta E ‘ - ia” ala VO AT do DI Ya = ì ce. E 
"LR PA e Fado DÌ Pf - ri 4 Der a RR ALE VI NE RETTE LIBRA K 
i =: x > REL MI PRASSI 98 orattata Da ” è ta UE dear 
ta | NITTI SEO O 
ZI Le 7,, primitive sono quattro, date da } ur 


7 ARRE COS su + i sen da Ù 
SI ‘ GS eo o 
; perte eli 

Bu; g) Se e è una # primitiva, quale è la condizione 


perchè sia tale anche e? 





34 
È Dalla (10) si ricava 
E S 2 2khT 
Can COS ea n ; 
Li - = 
ed Ak deve essere primo con n; essendo tale £, condizione 
necessaria e sufficiente è che lo sia anche 7, e quindi se e 
: è una », primitiva, è tale e* per i (n) valori di h-primi 
con n ed inferiori. 
. Lai 
. 
\ ; - 
ù hd 
Li 
x è 
, 4 . è * 
y * _ 
ù; 
ir” 
Bi * 
si. ° 
è È j 
LI 
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# i Pi Bb la > Fe r3 ne pA ce 35 Pei Da 








PI Adi. 


[i 


CAPITOLO QUINTO 


Elementi della teoria dei limiti. + 


A - ALCUNE NOZIONI SUGLI AGGREGATI. 
ELEMENTI LIMITI. 


119. Il concetto di aggregato (classe, insieme) di enti 
è abbastanza semplice per non?avere bisogno di essere 
più esplicitamente definito. Si dice che un aggregato è 
dato quando, considerato un ente qualsiasi, si può dichia - 
rare (o riconoscere mediante un procedimento determi - 
nato) se l’ente appartenga, o no, all’ aggregato. 


Un aggregato può contenere un numero finito, od 


infinito, di enti. In questo Capitolo verranno specialmente 
considerati quegli aggregati che contengono un numero 
infinito di enti. Tale è la classe (I) dei numeri interi posi- 


tivi; tali sono: pure l'insieme dei numeri razionali, quello 


dei numeri reali, l’insieme dei vettori di un piano, ecc. 
Gli aggregati che contengono un numero infinito di 
elementi si distinguono in numerabili e non numerabili. 


A questa distinzione, di cui acquisteremo la cognizione 


rigorosa al $ 132, abbiamo già accennato al $ 83. L’ag- 
gregato dei numeri interi, quello dei numeri razionali, 
sono numerabili; non lo sono gli aggregati dei numeri 


reali o dei punti di una retta, dei numeri complessi o 


«dei punti di un piano, ecc. Un aggregato numerabile, i 


cui elementi si siano fatti in qualunque modo corrispon- 


è 


— 00: 


dere senza ambiguità ai numeri 1, 2, 3,... della succes- 
sione (I), costituisce uua successione ($ 46). 

Mrs Lasi aggregato verrà indicato brevemente con una 
lettera maiuscola; se a, bd, c,... sono elementi appartenenti 
all’aggregato A, l’aggregato stesso si indicherà talvolta 
COD ' AGRO: 4011) 

Nei $$ 120-133 considereremo aggregati di numeri 
reali; nei paragrafi successivi, tratteremo anche di aggre- 
gati di numeri complessi. In un aggregato di numeri 
reali, l’ elemento sarà un numero: ma alla parola nu- 
mero*sostituiremo — quando ciò valga alla chiarezza — 
la parola segmento (contato su di una retta fissa a 
partire da un’origine fissa). o anche punto (estremo, 
diverso dall’origine, del segmento anzidetto). Ciò con- 
segue dalla corrispondenza’ fra i numeri reali ed i seg- 
menti — o punti — della retta, stabilita al Cap. II. 

Un aggregato di numeri reali compresi fra i nu- 
meri p, g è detto condensato nell’intervallo p...g, quando 
fra due numeri arbitrarî a, d vicini fra loro quanto si 


vuole. e compresi fra p, 9g, cade sempre qualche numero 


di A. La stessa definizione vale per gli aggregati di punti 
su di una retta. Si è visto ($ 48) che l'insieme dei nu- 
meri razionali è condensato. 
120. a) “ Un aggregato di numeri.reali si dice lim- 

n tato superiormente quando è possibile di determinare un 
» numero M maggiore di qualsiasi numero dell’ aggre- 
» gato. 

b) , Un aggregato di numeri reali si dice limitato 
» inferiormente quando è possibile di determinare un 
» numero w minore di qualsiasi numero dell’ aggregato. 

c) , Quando un aggregato non è limitato superior- 
» mente, si dice che il suo limite superiore è + cc. 


. 





SERE ya 


Lar ; . 
+ d) , Quando un aggregato non è limitato inferior- 
_» mente, si dice ‘che #2 suo limite inferiore è 





(©. ©) n° 
Ogni aggregato contenente un numero finito di 
numeri reali, è limitato tanto superiormente quanto in- 


feriormente. 

‘Un aggregato contenente un numero infinito di nu- 
meri può essere: i 

limitato superiormente ed inferiormente; 

o solo superiormente; o solo inferiormente ; 

o nè inferiormente nè superiormente. y 

È facile di dare esempî di questi quattro casi. 

e) Per brevità, “ diremo limitato un aggregato che 
si trova nel primo di questi casi, non limitato quello 
, che si trova in uno degli altri casi 


o 


SI] 
ter) 


ita 
121. a) “ Dato un aggregato A di numeri reali, un 


, numero p si dirà elemento limite dell’'aggregato quando, 
» per ogni numero positivo e arbitrariamente preso, cade 
» Sempre qualche elemento di A, diverso da p, fra p—e 
ASTE LA e TERI 


4 


Segue subito da ciò che fra p — ed p+e cadono 
infiniti elementi di A. 

La definizione precedente si può anche enunciare : 

“ Dato un aggregato A di punti di una retta, un 
si punto p della retta si dirà punto limite dell’ aggregato 


; quando circondato p di un intervallo h...k arbitraria- 


» mente piccolo, cade sempre entro A...k qualche punto 
% di A, diverso da p ,,; da cui segue che ne cadono in- 
finiti.’ SR 
b) Per estensione: “ In un aggregato non limitato 
, ($ 120, e) l'infinito si dice elemento o punto limite ,,. 
122. Teorema. “ Ogni aggregato contenente infiniti 
, numeri, ammette almeno un elemento limite n3 





* 


TAPAS 


Se l aggregato non è limitato, esso ammette come 
elemento limite l'infinito, per definizione ($ 121, D). 

Sia 4 un aggregato limitato. Rappresentando i numeri 
di A mediante punti della retta r, questi punti saranno 
tutti contenuti entro un segmento finito nM di r. Si di- 
vida pM per metà in M,: poichè entro pM vi sono gli 
infiniti punti costituenti 4, ve ne saranno infiniti o in 
uM,, o in MM, o in entrambi. Si divida per metà quello 
dei due segmenti |1.M,, M,M in cui cadono infiniti punti 
*di A, e se ne cadono infiniti in entrambi, se ne divida 
per metà uno a piacere. Venga così diviso per metà M,M, 
per fissare le idee, e sia .M, il punto di mezzo. In M,M,,,0 
in M,M,, 0 in entrambi, cadranno infiniti punti di A: ciò 
accada p. es. in M,M,: si divida questo segmento per metà 
in M,, e così si prosegua. Questo procedimento continuerà 
senza fine, e condurrà ad una successione di segmenti 


(1) pa, MM, MMU,,... 


che si trova nelle condizioni dell’ enunciato D) ($ 85) del 
postulato della continuità. Esiste pertanto un. punto X, 
unico, incluso in tutti i segmenti (1), e per la sua costru- 
zione stessa, codesto punto soddisfa alla definizione di 


punto limite dell’aggregato A. "4 
125. Dalla dimostrazione precedente risulta che un 
aggregato può avere più di un punto limite. 


Abbiasi ad esempio l’aggregato (successione); 


1 Pd Ieogo ea 
De LO RA A noe AT 











1, 

Si scorge facilmente come 0 ed 1 siano elementi limiti. 
Nell’aggregato dei numeri razionali, tutti i numeri 
reali sono elementi limiti. 








— 103. — 


Nell’aggregato (successione). 


1 1 1 


1, 9? 2, “ano n, (AO 


che non è limitato superiormente, sono elementi limiti lo 


zero e l’infinito. 


» 


“ L’insieme degli elementi limiti di un’ aggregato A si 
chiama aggregato derivato ,,. Esso si suole indicare con 4”. 
Gli elementi di A’ possono, o no, appartenere ad 4; 


possono appartenervi in tutto od in parte. È facile dare 


esempî di tali diversi casi. 


n 


V) 


n 


n 





B - LIMITE SUPERIORE ED INFERIORE. 


124.a)“ Dato un aggregato A di numeri reali, limitato 
superiormente, si dice limite superiore dell’aggregato un 
numero L tale che nessun numero di A sia superiore 
ad L, ma che vi sia sempre, per piccolo che sia il numero 
positivo e, qualche numero di A superiore ad L— e ,,. 

6) “ Se il limite superiore appartiene all’ aggregato, 
esso prende il nome di massimo ,,. 

‘c) “* Dato un aggregato A limitato inferiormente, 
si dice limite inferiore dell’aggregato un numero À tale 
che nessun numero di A sia inferiore a ., ma che vi 
sia qualche numero in A inferiore a -A + e, per piccolo 
che sia il numero positivo e ,. 

d) “ Se il limite inferiore appartiene all’ aggregato, 
esso prende il nome di minimo ,. 

Se l’aggregato è composto di un numero finito di 


numeri reali, il più grande soddisfa alla definizione data 


per il limite superiore, ed è massimo: il-più piccolo sod- 


disfa alla definizione di limite inferiore e di minimo. 


> 
E facile dare esempio di limite superiore (inferiore) 
che non appartenga all’aggregato e non sia quindi mas- 


simo (minimo). Così nella successione 


{ 1 1 1 
peo SI pa 


lo zero è limite inferiore, ma non è minimo; nella 


ni 2 1) n—- 1 
gi igpare rane 





il numero 1 è limite superiore, ma non è massimo. 

125. Teorema. “ Ogni aggregato A di numeri reali limi- 
» Lato superiormente ammette un limite superiore; ogni 
è, aggregato 4 limitato inferiormente ammette un limite 
FIMICLIOTOSSI 


Se l’aggregato A non è limitato superiormente, + co 


D- 


limite superiore ($, 120, c). 

Sia esso limitato superiormente. Si può allora sulla 
retta su cui si rappresentano i numeri reali, assegnare 
‘un punto M a destra del quale non cada alcun punto del- 
\ 
n 


l’aggregato ($ 120, a); indi, a sinistra di M, un punto | 


tale che fra p ed M cada qualche punto dell’aggregato. , 


Si divida pM per metà in M,; o in pyM,, oin MM (')o 
in entrambi, cadrà certamente qualche punto di vo Si 
divida per metà quello dei due segmenti più a destra, 
in cui cade qualche punto di A; per fissare le idee, sia yM, 
(il «che equivale a supporre che in M,M non v'è alcun 


punto di A). Sia M, il punto di mezzo di pM,; in uM,, è 


* 
» 


Ci x . . AUIO . A " 
(1) Per togliere ogni ambiguità, si converrà che p ed M, appar- 
n . 
tengano al segmento pM,, M al segmento M,M. Analoga convenzione 


nelle suddivisioni successive. 





‘ 
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o in M,M,, o in entrambi, cadrà qualche punto di A; 
si scelga quello più a destra, sia p. es. M,M,, in cui ciò 
accade, si divida M,M, per metà in M,, e così si prosegua. 
Questo procedimento non ha termine, e conduce ad una 
successione di segmenti 


(2) Dei Met,, 


n 


? i 


che si trova nelle condizioni dell’enunciato 0) ($ 85) del 
i postulato della continuità. Esiste pertanto un punto X, 
unico, incluso in tutti i segmenti (2), e per la costru- 
zione stessa, il segmento OX soddisfa alla definizione di 
limite superiore dell’aggregato A. 

, In modo analogo si dimostra l’esistenza del limite 


inferiore. i : 


# 


C - AGGREGATI ORDINATI - IL CONCETTO DI LIMITE. 


126. “ Un aggregato di numeri reali si dice ordinato 
» quando essendo a e d due suoi elementi presi ad arbitrio, 


» SÌ può dire, secondo un qualche criterio, che a pre- 
i 


TOTO ENO A SOTUO 

Il significato dei verbi precedere e seguire può, come si è 
detto, ispirarsi a varî criterî; p. es.-alla grandezza relativa, 
percui in qualche caso si dirà che iljntimero minore precede il 
maggiore, mentre in qualche altro converrà dire che lo segue; 
o alla posizione relativa nell’aggregato; dè al modo di cor- 
rispondere agli enti di un altro asgregato già ordinato, ecc. 
In tutti i casi però, è mecessario che dal significato dato a quei » 
verbi risulti logicamente che « se « precede d e 5 precede c, 


DI 


anche a precede c ». 
Una successione d,, 4,,... An,... COStituisce sempre un 


aggregato ordinato; ma non ogni aggregato ordinato si 


può ridurre ad una successione. Ad esempio, l'insieme di 


—4106.— 


n A 
tutti i numeri reali si rende ordinato se si conviène che 


il numero minore precede il maggiore, mentre non è nu- 


merabile ($$ 83, 132) e quindi non è riducibile ad una 


successione (!). 


» 


n 


n» 


n» 


n» 


127. a).“ Si dice che un aggregato ordinato A di 
numeri reali a, d, c,... ha per limite + co (quando, per 
ogni numero positivo m grande a piacere, si può bro, 
vare un corrispondente numero p dell’aggregato,.tale 
che tutti i numeri di A che seguono p siano maggiori 
di. M n 

DISSI dicè che un aggregato ordinato A di nu- 
meri reali ha per limite — co quando, per ogni numero 
positivo m grande a piacere, si può trovare un corri- 
spondente numero p dell’aggregato, tale che tutti i 
numeri di A che seguono p siano minori di —m ,,. 

c) “ Si dice che un aggregato ordinato A di nu- 
meri reali a, bd, c,... ha per limite l'infinito quando, per 
ogni numero m positivo grande a piacere, si può tro- 
vare un numero p corrispondente nell’aggregato, tale 
che ‘tutti 1. numeri di A ché seguono p siano Vin 
valore assoluto maggiori di m ,. È ; 

d) “ Si dice che un aggregato ordinato A di numeri 
reali a, b, c,... ha per limite lo zero (0 tende a zero) quando, 
preso un numero positivo e piccolo a piacere, si può tro- 
vare un numero corrispondente p nell’aggregato, tale 
che tutti i numeri di 4 che seguono p siano in va- 
lore assoluto minori di « vr 


(3) À scanso d’equivoco, teniamo ad avvertire che qualche Autore 


usa la parola successione nel senso in cui noi usiamo l’espressione di 


aggregato ordinato. 








Asi bn " 
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e) “ Si dice che un aggregato ordinato A4 di numeri 

» reali a, d, c,... ha per limite ) (0 tende a )) quando l’ag- 

; gregato dei numeri a —\,b — \,c—),... tende a zero ,.. 

In altre parole, preso un numero e positivo piccolo a, 

piacere, si dovrà poter trovare un numero p di A tale che 
per ogni numero a di A che segue p, sia 


|a—-A| di 


f) Da questa definizione risulta che se l’aggregato 
ordinato 4 ammette come limite ), tutti i numeri che 
seguono’ p saranno maggiori di )— e, e minori di X + e. 

In particolare, se A è positivo, esiste un numero p 
tale che tuttii numeri che seguono p sono positivi; se A 
è negativo, esiste un numero p tale che tutti i seguenti 
sono negativi. 

g) Ne viene che se un aggregato A ammette un 
limite X, e in A si trovano sempre, a partire da qualunque 
numero p, tanto elementi positivi quanto elementi nega- 
tivi, deve essere A—0. 

128. Le definizioni precedenti si possono applicare alle 
successioni; così: 


a) La successione 
‘ 


(3) (e RITIRI ARMI EN A DE 


ha per limite l’infinito, o tende all'infinito, se preso m 
grande a piacere esiste un indice n corrispondente, tale 


che per n> n sia 
|| >m. . 
SÌ scrive ’ 
a limeatz<o=et 
NE 9 


| In particolare se per ogni n>n è a, > m, la succes- 
sione tende a + cc, e se è ah < — m, essa tende a — oc. 


| 4.108 


i dA 
6) La successione (3) ha per limite ), o tende a ), 


se, preso e piccolo a piacere, esiste un corrispondente in- 
dice n tale che per ogni n> n sia 


[an — A|<Ze. 


Si suole scrivere: 


n 
lima =" 
rNT% 

» 


L) 
In particolare, se è )—=0, la successione si dice ten- 
dere a Zero. : 


Le successioni che si trovano in uno déi precedenti 
casi a), bd), si diranno regolari. 


c) Come al $ 127, f, si vede che se una successione 


tende al limite X ed è composta di soli numeri positivi, 


si ha A— 0; e se è composta di soli numeri negativi, si 
ba WD: 

129.“ Una successione regolare ammette un solo punto 
y limite ,,. ; 

Infatti, se si trova nel caso a) del paragrafo prece- 
dente, preso un numero m grande a piacere, fra — m 
e + m cadrà solo un numero finito di elementi della suc- 
cessione, e quindi non vi sarà in questo intervallo alcun 
punto limite. Unico punto limite sarà dunque l’ infinito 
($ 121, di. | 4 

Se invece la successione è nel caso d), si consideri 
l'intervallo compreso fra XA — e e A+ e. Fuori di questo 
intervallo, per la definizione d) stessa, cade solo un nu- 


mero finito «i elementi della successione, e quindi non 


* vi è alcun punto limite. Essendo d’altronde e piccolo a 
| è N 


piacere, ) è il solo punto limite. ì 


130. “ Un aggregato che ammette un solo punto limite 
» Costituisce una successione regolare ,,. 


é 








IS, 


r \ È a! edi LATE MR e n 2 e dd 
piace metin Gc Sai si i ae ). i PL aaa tia tor: va 
lt Pai ana n SE ei (EG À Ù : 

È ne p* mir È i E PE a F PA ha È Ò x 
n h Zed MPV È Psi % | } % +, è 1, 


LENSTOA 29 a: 


Sia dapprima un aggregato A avente come solo punto 
limite l'infinito. Ciò vuol dire che nell'intervallo — n...) 
- 


essendo m grande a piacere, cade un numero finito di 


elementi di A. Questi si possono allora numerare e siano 


È dunque possibile di stabilire una corrispondenza 
univoca fra i numeri di Ae i numeri 1,2, 3,..., quindi 
gli elementi si possono ordinare in una successione; e 
per n= n, è (an| > m, talchè la successione tende all’ in- 
finito ed è perciò regolare. , 

L’aggregato A abbia ora un solo elemento limite, il 
quale sia finito ed abbia il valore X. Preso un numero posiì- 
tivo e piccolo a piacere, fuori dell'intervallo X — e... + e 
cadrà solo un numero finito di elementi di A; essi si po- 
tranno numerare, e diminuendo e, a qualunque elemento 
di A potrà spettare un numero d’ordine. Si avrà quindi 
una corrispondenza univoca fra gli elementi di A ed i nu- 
meri 1, 2, 3,...; cioè gli elementi di A °costituirànno una 
successione 

0 REI ARI BRE 


Ma poiché, preso e a piacere, fuori di )À — e...) + e gli 
elementi della successione sono in numero finito, uno di 
essi avrà l’indice massimo n, e quindi per n> n sarà 
|an | <£- La successione è dunque regolare ed ha per 
limite A. 


131. “ Una successione di infiniti numeri reali non 
j decrescenti, è regolare ,,. 


Sia la successione 
x A, do 3000 An ges. È 
tale che sia 


) 
(7 AI Ad, 2 A,; A, = Azz 


“ed.,è quindi regolare. 
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_ 0 essa non è limitata superiormente: preso m posi- 
tivo grande a piacere, si può trovare dj > mj ma allora 
per l'ipotesi (4), sarà a, > m per ogni n > n, e la succes- 
sione tende a +.00. 

O essa è limitata superiormente; essa ammette allora 
($ 125) un limite superiore ): nessuno-degli a, è cioè 
maggiore di ), ma essendo e positivo e piccolo a piacere 
qualche an, sia a;, è maggiore di À — e. Ma per la (4), 
sarà a maggiore ragione ogni a, avente l’indice n © n, 


maggiore di À — e, e quindi * 
\À— da, <€ per n>n. 


La successione tende dunque ($ 128, d) al limite 4 


Analogamente, è regolare ogni successione di infiniti 
numeri reali mai crescenti; se la successione è limitata 
inferiormente, essa tende ad un limite che coincide col 
suo limite inferiore; se non è limitata inferiormente, essa 
tende a — co. Ù i 

132. (1) [Siamo ora in grado di dimostrare il teotema 
del CAnTOR, enunciato al $ 83 e dal quale risulta che 
l'insieme dei numeri reali non è numerabile; cioè: 

“ Data una successione qualunque di numeri reali 
» disuguali. 5 ; a, 


(3) i di Uh dg 


y» Vi è sempre, in ogni intervallo c...d (c< d), qualche nu- 
n mero À (C<AÀ<d) non appartenente alla successione ,,. 

Se la successione non è condensata (43) in tutto Vin- 
tervallo c...d, la proposizione è evidente. 


(1) Il principiante può ommettere questo paragrafo. 


—. lil — 

Supponiamo dunque che la successione sia condensata 
in quell’intervallo. Siccome in tal caso vi sono entro c...d 
infiniti elementi di (3), sia an il primo di essi che si in- 
contra percorrendo la (3, a, il secondo: indichiamo con c, 
il più piccolo, con d, il maggiore, ed avremo 


Cri dei di 


Tutti gli elementi di (3) di indice inferiore ad m sono 
MUD UO: SUOLA, 


Percorrendo la (3), sia ora Am, il primo elemento che 
s'incontra compreso in c,...dj, sia ap il secondo: indi- 


chiamo con c, il minore, con d, il maggiore, sarà 
DIECI dare da et 


e così via. Si verrà a formare in «tal modo da coppia di 
successioni estratte da (3): 


d 


(5) | 
Ie deere 


e considerato un elemento qualunque a; di (3) si troverà 
sempre, per la costruzione di (5), un intervallo cn...d, con n 
abbastanza grande perchè a; sia fuori di quell’ intervallo. 

Ora la successione c;, c,, c3,... è crescente, e tende 
($.131) ad un limite A; la d,, d,, d;,... è decrescente, e 
tende ad un limite y. Sarà necessariamente A <p. Ma se 
fosse )<u, nessun numero di (3) cadrebbe nell’inter- 
vallo À...4 contenuto in c...d, contro l'ipotesi che la (3) è 
condensata in c...d; onde è A=p, e perciò ) appartiene 
uu gip bervalli';...0); Ciad, Gyiiidyi ESSO non: può 


dunque appartenere a (3), ed il teorema è così dimostrato]. 


133. Teorema. “ Condizione necessaria e sufficiente 


» affinchè un aggregato ordinato A(a, d....) di numeri reali 









la (6) è soddisfatta. 


= 4 120=4 


» abbia un limite finito, è che preso un numero positivo e 
, piccolo a piacere, si possa trovare; corrispondentemente 
» a questo e, un numero p in 4, tale che se r, s sono due 
, numeri qualunque di A che seguono p, si abbia: 





(6) 


TR SE 


a) La condizione è necessaria: cioè, se A ha il li- 


mite ., la (6) è soddisfatta. Infatti, preso e, si formi 5 e 


si cerchi il numero p, esistente per definizione, ($ 127, e) 


in A, talè che ogni numero'r di. 4 che segue p dia « 


|r —- A|<3., Si avrà dunque, se r ed s seguono p in A: 


NGIO 





o) 


| 


d E x 
VESMESSTOA |s — A|J<X 


onde segue immediatamente la (6). 
b) La condizione è sufficiente. Si scelca dapprima 
un numero positivo e; esiste, per l'ipotesi, un numero p 
in A per il quale, se r ed s sono numeri di 4 seguenti p, 
‘ 

Se dunque si considera l’ intervallo e, h4e) 
tutti i numeri di A che seguono p cadono necessariamente 
in questo intervallo. 

Si prenda ora un numero positivo e, minore della 
metà di e; esiste, per l'ipotesi, un numero p, in A per il 
quale, se 7, ed s, sono numeri di 4 che seguono p,, si ha: 
: d I 

rasi < ito ’ 

«Il numero p, si può, senza restrizione, supporre se- 
guente a p; p,;, e quindi r,, sono dunque nell’intervallo /, 
e tutti i numeri di A seguenti p, cadono nell'intervallo 


ti 











(7, — €?) + €;) © più precisamente nella parte I, di que- 
st’ intervallo che non esorbita da 7. 


Preso poi e, minore della metà di e,, si ha un nu- 
mero p, in 4, il quale si può sempre supporre in /,, e 
tale che se r,, s, lo seguono in 4, si ha 


E 


[ta — se <e< 7} 


onde tutti gli elementi di A che seguono p,, cadono 
nell’intervallo (1, — e,...7, + e,) e più precisamente nella 
parte /, di questo intervallo, che non esorbitarda Fig 
Così si può continuare, e si forma una successione 
I, I,,°1,,... di intervalli i quali, sulla retta rappresenta- 
tiva dei numeri reali, soddisfano al postulato della con- 
tinuità ($ 85, 6). Esiste dunque un punto — un numero 
reale —" interno a tutti questi intervalli; il quale ), per 
la costruzione stessa, soddisfa alla definizione di limite 
dell’aggregato A. Il teorema è così dimostrato. 
Corollario. Se l*aggregato si riduce ad una successione 
4,; dg; dz;-.., la condizione (6) si può enunciare: “ preso e, 
n deve esistere un. indice n’ tale che perogni n > n), sia, 
» qualunque sia r: 


(7) Lanpe To. An | = ” 


- 
A 


2 


” 


D - AGGREGATI DI NUMERI COMPLESSI. 


134. Fin qui abbiamo considerato aggregati di numeri 
reali, o gli equivalenti aggregati di punti sopra una retta. 
Considerazioni analoghe si possono, in gran parte, esten- 
dere agli aggregati di numeri complessi, o a quelli equi- 


8 


ì 
- Ba 


ia oe 


: 
Stesso 
fo e Deo DI 





STI 


valenti ($ 111, a) di vettori di un piano contati a partire 
da un’origine fissa, o infine ai corrispondenti aggregati 
($ 111, 6) di punti di un piano. 

Rimane dunque stabilito che, fissata nel piano l'origine O e 
gli assi reale ed immaginario, si può parlare indifferentemente 
dinumeri complessi, di vettori del piano aventi il primo estremo 
nell’ origine, di punti del piano (indici dei numeri complessi 
o secondi estremi dei vettori). Ad esempio, la distanza di due 
punti equivale al modulo della differenza dei due numeri com- 
plessi aventi quei punti come indici; i numeri che in valore 
assoluto differiscono da a per meno di e, sono rappresentati 
nell'interno del cerchio avente per centro il punto a (indice 
del numero a) e per raggio e; i numeri che superano M in 
valore assoluto sono rappresentati all’ esterno del cerchio di 
centro O e di raggio M; ecc. : 

135. Alle considerazioni sugli aggregati di punti di 
un piano è opportuno di premettere il seguente lemma, 
che tiene, in queste considerazioni, il posto che occupa 
il postulato della continuità nelle questioni relative agli 
aggregati di punti di una retta. 

Lemma. “ Se si ha nel piano una successione di ret- 
» tangoli a basi parallele ABC, A4,B,C,, 4,B,C.,... (fig. 3), 
» ognuno interno al precedente, e di cui la successione 

» delle basi tenda a zero e 
così quella delle altezze, 
» esiste un punto unîco 
interno a tutti i rettan- 


ROLLE 





Infatti, proiettando or- 





4 p p U 0 0 3 togalmente le basi A4,B,, 
ti 2 2 7 

Fig. 3, A4,B,,.. su-A4B, si forma 

una successione di seg- 

menti 4B, P,Q,, P.Q,,... che è nelle circostanze del $ 85, d. 


Esiste dunque un punto U interno a tutti questi segmenti. 
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Proiettando ortogonalmente le altezze 4,C,, 4,0,,... su 46, 
si forma una successione di segmenti AC, E,6,, R.6,,... 
nelle medesime circostanze; perciò esiste un punto V in- 
terno a tutti questi segmenti. L'incontro della parallela 
per U ad AC colla parallela per V ad AB dà un punto X 
interno a tutti i rettangoli, e si vede subito — per as- 
surdo — che non può esistere un secondo punto dotato 
della medesima proprietà. 

136. a) “ Un aggregato di numeri complessi si dice 
, limitato quando si può assegnare un numero M positivo, 
, maggiore in valore assoluto di ogni numero dell’ ag- 
» gregato ,. 

Si è già osservato che i punti indici di° un .simile 
aggregato sono tutti interni al cerchio di centro O e di 
raggio M. 

5) Quando l’aggregato non è limitato, si dice anche 
che ammette l’infinito come punto limite. 

c) “ Dato un aggregato A di punti nel piano, un 
punto p del piano si dice punto limite quando, descritto 
un cerchio di centro pe di raggio arbitrariamente pic- 
colo, cade sempre entro questo cerchio qualche punto 
» di A diverso da p ,,, da cui segue che ne cadono infi - 
niti. 

137. Teorema. “ Ogni aggregato A di punti del piano, 
, Che contenga infiniti elementi, ammette almeno un punto 
olio 

Se l’aggregato non è limitato, punto limite è l’infi- 
nito ($ 136, D). 

Sia esso limitato; esiste pertanto un numero positivo 
M tale che tutti i punti dell’aggregato cadono entro il 
cerchio di centro O e di raggio M. Si circoscriva a cotesto 
cerchio un quadrato @Q, e questo si divida in quattro parti 





uguali mediante le parallele ai lati condotte per il centro; 


per evitare ambiguità, si attribuisca a ciascuno dei quattro 


quadrati così formati una parte conveniente del perimetro. 


In uno almefio dei quadrati così formati — comprenden- 
dovi il perimetro — cadono infiniti punti di 4; si divida 
allora questo quadrato, sia @,, in quattro parti uguali 
mediante le parallele ai lati condotte per il suo centro; 


indi si attribuisca a ciascuna una parte del perimetro. In 
uno almeno Q, dei nuovi quadrati formati, cadono infiniti 


punti di 4; si divida questo come i precedenti, e così si 
continui. Si verrà in tal modo a formare una successione 
di quadrati 


i quali si trovano nelle condizioni del lemma del S 135: 


.esiste un punto X interno a tutti i quadrati, e si scorge 


immediatamente come questo punto soddisfi alla defini- 
zione del punto limite. 

Dalla dimostrazione stessa risulta che l’aggregato può 
avere più punti limiti, ed anche un numero infinito. 

Così l’aggregato dei punti a + di in cui a e d sono 
razionali, ha per punti limiti tutti i punti del piano. 

138. La definizione, data al $ 126, di aggregato 
ordinato, si estende senza modificazione agli aggre- 
gati di numeri complessi o di punti del ‘piano ('). È, in 
particolare, ordinata ogni successione. i 

Le definizioni del $ 127, c), d), e), di aggregato 
ordinato tendente all’infinito, a zero, o al 
limite ), sono pure estendibili agli aggregati di nu- 





(1) Anche i concetti di condensato o no, numerabile o 
no, si estendono senz’altro agli aggregati di numeri complessi o di 
punti di un piano. 
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meri complessi, e negli stessi termini. Si può anche, a 
questa definîzione, dare la forma. geometrica seguente: 
___ a) Un aggregato ordinato di punti in un piano 
, tende all'infinito — 0A ha per limite l'infinito — quando 
descritto un cerchio di centro 0 e di raggio arbitraria- 
» mente grande M, esiste, corrispondentemente ad M, un. 
» punto p di A tale che tutti i punti che seguono p 
e in A siano esterni al cerchio. 
5 b) , Un aggregato ordinato di punti in un piano 
tende al limite ) — od ammette il limite X — quando 
descritto un cerchio di centro ) e di raggio e arbitra- 
riamente piccolo, esiste, corrispondentemente ad e, un 
Be punto p di A tale che tutti i punti di A che se- 
guono p siano interni al cerchio ,,. 


Queste definizioni sono applicabili, in particolare, alle suc- 
cessioni, e si può dare forma geometrica, analoga alla prece- 
dente, alle definizioni a) e b) del $ 128, estese alle successioni di 
numeri complessi o di punti in un piano. Una tale successione, 
quando tenda all’infinito o ad un limite finito, si dice regolare. 
Rimangono veri, anche per le successioni di numeri complessi, 
i teoremi del $ 129 e del $ 130, fra loro reciproci: si lascia al 
lettore di ripeterne la dimostrazione colle ovvie modificazioni 
necessarie. 


c) Se l’aggregato A ha il limite ), si può, preso e, 
trovare un elemento p di A tale che per tutti gli ele- 


menti » di A che seguono p, sia - 





Va 





Se 





v 





<|i| + e. 


Ciò consegue subito dalla definizione 0). 

139. Zeorema. “ Condizione necessaria e sufficiente 
, affinchè un aggregato ordinato A(a, d,...) di numeri com- 
» plessi abbia un limite finito, è che preso un numero 


» positivo e piccolo a piacere, si possa trovare, corrispon- 
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» dentemente ad e, un numero p in A tale che se 7, s sono 
n due numeri qualunque di A che seguono p, si abbia 


(6) 





r_-S|Ze n. 


a) La condizione è necessaria. Vale senza modifi- 
cazione la dimostrazione data al $ 133, a). 

bd) La condizione è sufficiente. Si scelga un numero 
positivo e; esiste, per l'ipotesi, un numero p in A per il 
quale, se r ed s sono numeri di A seguenti p, la (6) è 
soddisfatta. Descritto dunque, dal centro » con raggio e 
il cerchio, tutti i punti di A seguenti » cadono in questo 
cerchio, ed a fortiori entro il quadrato @Q, ad esso circo- 
scritto ed avente i lati paralleli agli assi. Preso poi e,, 
minore della metà di e, esiste un numero p, in 4 per il 
quale, se r, ed s, sono numeri di A seguenti p;,, si ha 


n 





ae E 


Il numero p, può, senza restrizione, supporsi seguente 
a p; il punto p,, e quindi r,, cadono dunque entro il 
quadrato Q. Ma i punti che seguono r, cadono entro il 
cerchio di centro 7, e di raggio €,, e pertanto entro il 
quadrato circoscritto a questo cerchio e coi lati paralleli 
agli assi; si può dunque dire che essi cadranno nella parte 
(rettangolo @Q,) di questo quadrato che non esorbita da (6). 

Preso poi e, minore della metà di e,, si opera._in 
modo analogo, e così si procede indefinitamente; si viene 
a formare una successione di rettangoli @Q, @Q,, Q,,... la 
quale si trova nelle condizioni del lemma del $ 135. Esiste 
dunque un punto, — un numero complesso — A interno 
a tutti i rettangoli, e questo ), per la sua costruzione 
stessa, è il limite dell’aggregato A ($ 138, 5). Il teo- 
rema è così dimostrato. 





N 
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Per una successione, la condizione (6) può essere so- 
stituita, come al $ 133, dall’ altra: 


(7) | Gnpr — An] < E 


E - CALCOLO DEI LIMITI. 

140.“ Abbiansi le due successioni regolari di numeri 
n Qualsivogliano (1): 
(a) LI EI O RO 
(6) DI DAT, AREE 
» la prima tendente al limite «, la seconda al limite f. 
» La successione 

GRADITO A Opa 

» © regolare, e tende al limite x + f ,,. 


Infatti, essendo « il limite della successione (a), si . 
può, scelto e piccolo a piacere, determinare un n, tale 


e 3 
Che per n> n, sia |an—-«|<<-;'così, per la succes- 
sione (0), si può determinare un n, tale che per n > n, 
e — . Osa sg 
sia |bn — pl ta Indicato con » il maggiore dei due nu- 


meri n,, %,, si avrà per n>n: 
lan +0n — (a+ <]an—-a]+|b—B[<e; 
che dimostra l’ enunciato. 
(1) D’ora in avanti, con numeri qualsivogliano intendiamo nu- 


meri complessi, fra i quali, come caso particolare, sono compresi i 
numeri reali. : 





via, 


Questo teorema si suole enunciare: “ il limite della” 
n Somma è uguale alla somma dei limiti ,. Esso si può 
compendiare nella scrittura 


lim (a, +0, = lima, + limb,. 
n=: 9 n=SS Nn 


Il teorema si estende senza difficoltà al caso di un 
numero p qualunque di successioni; cioè, se 


a | {fat i ; 
sara”. î, 
lim Oa + Aon "a ceo SE Apa) _ Xi Sis Ko = 00 va Xp . 


stia span 


i 


È necessario che il numero p sia fisso, cioè indipen - 
dente da n. 
Come corollario, “ il limite della differenza è uguale 


» alla differenza dei limiti , il che si può scrivere : 
lim (a, —b.) = lima, — limb,. 


Ir=99 {fe ©) NE 


141.“ Abbiansi le due successioni regolari 


we x 


ea RR EE 


n = 


(0) PRO fe 


» la prima tendente al limite x, la seconda al limite $. 
+» La successione : 
d0 5 Azzi dd 


De nato 


» è regolare, e tende al limite «$ ,. 


Preso il numero positivo e piccolo a piacere, si può 
trovare, per la successione (a), un numero n, tale che 
per n > n, sia contemporaneamente 

e 


® a, —a|<ggp 2 lal<le]+ 


E 
GE 














= I sE È: 
: e È 
. Si può pure trovare un numero n, tale che per n > n, ; 
i, sia, nella successione (2): È 
Be) Pr ° 
si ‘Sia ora n il maggiore dei due numeri n,, »,. Si ha 
5 identicamente: - 
è e ana 
È e quindi, per le (8), (9), si ha pern>n: ‘ 
= e n | @nbn DE: “3 | < E, 
| che dimostra il teorema. 
“2 Questo teorema si enuncia: “ il limite di un prodotto 
» è uguale al prodotto dei limiti ,, e si scrive x 
A lim (a,b,) = lima, .limb;. 
Caiaa nat N=S9S n= 
A Esso si estende al caso di un numero qualunque p di È: 


successioni, purchè il “numero p sia fisso e indipendente 
da na "7 ne : - 
Se una delle successioni tende al limite zero, è evi- 
@ dentemente zero il limite del prodotto. 


142. “ Se la successione 






(a) - agio die 
€ , è regolare e tende al limite x diverso da zero, la suc- i 
|» cessione | I 
= = 1 1 1 - - 
Me: (ec) "i vee, vr Sue ad. gooe 
do = 1 2 n nà 

sr - 
n è regòlaré è tende al limite finito —. Se la success n 


» sione (a) tende a zero, la successione (c) tende all’ in- 


2 finito DE “a 


SETA 


di ‘(e > È si pr Cu È Wu NE CAIO PROT So i SIETE IRA 
: , ì x È i "sl rt 





. 
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a) Nel primo caso, preso e positiyo, minore di |x| e È 
piccolo a piacere, si può determinare un », tale che per % 
n> n, sia ad un tempo 


la,|>|a]—e, |a —a|<ce(a|—d). 
Ora ‘ 
1 Lo 


cia 





; MPA . 
per n> n, questa differenza è <e, cioè = tende al li- 


n 
Mie 

x 

b) Nel secondo caso, preso m positivo e grande a 
piacere, si può determinare n, tale che per n>@, sia. 


1 1 
AE Da onde Pa > m; la successione (c) tende quindi 


($ 138, a) all’ infinito. ì 
Si può scrivere: 


1 
lim 7" see dimo resa 
n= An im An n=29 
NEI 
dato 300 sei Ima, =>: : 
n=22 n NEL 


143. “ Se le successioni 


(a) A,3,- Ag 000 Up 
(5) REIT DUE, 


» tendono ai limiti «, f rispettivamente, ed è «-:-0, la 
n Successione 


(a) i Zr 


» tende al limite P n 
x 
Ciò risulta subito dalle proposizioni dei $$ 141, 142, 


db - 1 
potendosi riguardare - come il prodotto bd, . dai 


n 


Mr RIE E 
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Il teorema precedente si enuncia: “ il limite del quo- 
n ziente è uguale al quoziente dei limiti, purchè il limite 


del divisore non sia nullo e si scrive 
va) 
lim db, 
Lita 
RECTO lima,” 


n= 


Se è «= 0, la successione (d) tende all’infinito. 

144. Dalle proposizioni date nei precedenti paragrafi, 
segue che se sono date più successioni regolari aventi 
limiti.finiti: 


A) Agzere Ag gerej Dig Dago Ong jo Rig Rizzo Ping; 


e se F(an, dn;... fn) è una funzione razionale ($ 42) 
dei numeri a,, dn; An, SI avra 
beer Soria limi bi lm A), 

n= n= SS n=S9 n=29 
cioè, brevemente: “ il limite di una funzione razionale è 
» uguale alla funzione dei limiti ,,, purchè le successioni 
i cui elementi figurano in denominatore non abbiano per 
limite zero. 

145. L'operazione per la quale si cerca il limite di 
una successione, o di un aggregato ordinato, dicesi pas- _ 
saggio al limite. Ecco alcuni esempî di passaggi al limite 
che ci serviranno nel corso di queste lezioni: 


a) Si ha 
| co seg|e|J> 1, 
(10) ina li 
n= One 
(') Il caso di |x|=1 verrà trattato nelle applicazioni delle fra- 


zioni continue. 


- 


#6; lim d1+a+a+..+2)= SE 
“ N="5 -_ 1 RL 
Infatti, si sa che x 
E a 
A EE Va FIS a ce n. 
la 


i (11) è verificata. 


ESE 


ri DARI vu la a È r È e” e de È 
PRAIA RA ie cn an À 
| x 7% 1 ed Ei z 
ES e: i I i a v n 
È ® di a " ig” x 
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; x è e pro St 
Infatti, se è p il modulo ‘di «, si è già visto ($ 74) 


che per n abbastanza grande, o" si mantiene superiore 
ad ogni numero positivo m, per quanto grande, se è 0 > 1, 
ed inferiore ad. ogni numero positivo e, per quanto pic- 
colo; se .è-o<1. 

b) Per |ex|<1,si ha 


applicando i teoremi del calcolo dei limiti al secondo 
membro, e notando che lim x"*! —=0 perchè è [a|<1, la 


n= DS 


La nota regola per la ricerca della frazione generatrice di un 
quoziente decimale periodico, non è che una applicazione della 
formula (11). Giova osservare che un quoziente decimale perio- 
dico, ad esempio 0,535353..., sta a rappresentare la successione 


0,53 0,5353 0,5535353 TI 


e che la frazione generatrice ne è il limite. 


LI 


c) Se co(n=1,2,...) è una successione di numeri po 
sitivi tendenti a zero,-ed a è un numero positivo, si ha : _ 


da limitata. 
n=29 ° 
| Per la dimostrazione, v. il $ 75. 3 
d) La successione 
- il a 
(12) Ù 1+ " (nikon) 


è regolare, ed il suo limite è un numero finito, compreso. 
fra 2 e 3. 











RICER Se 


onde è dimostrato che la successione (12) è costantemente 


PARA LAI 


d’uno, è 
(13) pis ace Lio Rae MZ Oui 


-. 


Dapprima osserviamo che se è @ positivo e minor « È 
A 
SL 
8 


Ciò si verifica subito per n = 2, e supposta vera la 
disuguaglianza per », si moltiplichino ambo i membri per 
1—-a e viene 

1_-art!>l-(n+1l)a+na>1-(n+1)4; 


essa vale dunque per n +1 ed è quindi generale. sa 


= 1 
Ne viene, fatto a = na: 


Ve 
| 
xa 
V 
et 
| 
SE 


onde pa 
i sl n è di È | x ri ; 

È 1+ n ‘E (i Sa ‘ i 
pt | 

i i » Ri 

ma il secondo membro non è altro che (i E 238) al * nic 


crescente. va 
Collo stesso procedimento della (13); si verifica, per 
a - 1, la disuguaglianza 


da 
Lav] bi MTA 


nin—-1) , . n(n—1)m--2) 
COR a: 


essa si verifica infatti subito per n —=4, e. supposta vera 


(14) A1—al>l-na+ MELA na 


per n, risulta tale anche per n + 1, come si vede molti- 
plicando i due membri per 1-— a. : ì 


1 
Fatta, nella (14), a = = viene: 


TEA AE. 
PRO LAICA LARE N | VO REAIERST TRE i - 96 
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da cui, manifestamente, 
Ir 
(! n) CARTA "a 
ed essendo 
1 n-l 1 
(3) = I 
(1 ori 1) 


viene È 


La successione (12) essendo crescente e limitata su- 
periormente, ha dunque un limite finito ($ 131) il quale 
è minore di 3 e maggiore di 2. Questo limite, il cui valore 
approssimato è 2,71823..., si suole rappresentare comune- 
mente colla lettera e; si porrà dunque: - 


limf1+-)} =e. 
n= n 


e) Abbiansi i due numeri positivi a, è (A < 0), e si 
formino la loro media geometrica e la loro media arit- 
metica: $ 
a+ db 


a, = Vab, bi go 


Si ha a, < d,, come risulta subito dall’ innalzamento 
a quadrato; si ha inoltre 


di be Di 
Si formi poi 





a, + d 
dg, Vapi, db, = ovo 


€ così via: si ottiene la successione 


Ad, (CA) Ag 3000 
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crescente e limitata superiormente, che pertanto ammette 
($ 131) un limite «; e l’altra successione 


RL 


decrescente e limitata inferiormente, che ammette quindi 
un limite f. Ma si ha 


(Gn_1 + da_a) 1 
0° —- N = e eri Un_1 DSi su 4 (ba-1 Wii Un); 
inoltre: 6 
On An A Ana + On_, On dali 


onde segue 


1 
On — Un << n (0053 — RSS 


Ognuna delle differenze 6, — a, essendo dunque mi - 
nore della metà della precedente, si può, preso e piccolo 
a piacere, rendere da un » in poi, bn — a, <€; ne viene 
($ 82, 5) che le due successioni a, a, ,... e d, db; ,... Sono con - 
vergenti; esse quindi hanno il limite comune « == f. Questo 
limite si dice media aritmetico-geometrica dei numeri a e bd. 

f) Si chiede il 


è x 
lim cos —. 
n= n 


Se A è l’origine degli archi sulla circonferenza di 
raggio 1, A4'il punto diametralmente opposto, AM= © un 
arco del primo quadrante, ed MP la perpendicolare su 0A, 
si ha dal triangolo A4’MA la relazione: 


MA? — YA . PA, 
ed essendo A'4= 2, PA=1— cos 9, MA<%, viene: 


2 


1-cosp<%. 





botta 1 


20%) 


ie 
i GL "ed 

Afya è A 
p 1 ì 


N, 


EOSTPRIA I ta SETA 


dEi IO) 
È Ne 
epy bic 


è 


PRIMAVERA VI Sa MAP No: fata 


bi 
PI SL Lage 
bi gg Vi, Pant dio 
TT 
bce, a 


va 





| 04 è % E; x ua "i 2a 
led 1 ==" *COS << On? DEI 20 2» : 
onde: si 
COS si os? Ta sa 
— — GC 
n Qui? >. ua 
l cos! >. Ie GOS" e <= CA at S 
n n On 
» 


Sommando membro a membro, si ha: 


;, 1 ART a, 
PRA 
È RTS n 
ma qui il primo membro è positivo mentre il secondo 
tende a zero per n=0co0, onde anche il Pelle tenderà 


_ 


a Zero, cioè pi avrà: 


lim cos” 


ZZZ 


ao 


S|gR 


146. È del tutto ovvio che le proposizioni del Calcolo 
dei limiti sì estendono agli agg regati ordinati aventi 





limite. ta: dimostrazioni sono le stesse. 


+ è 
“ er = IRA 


A 


n 
LO 
e», 


A 


(') Per altri ed interessanti esercizî sui limiti, v. Crsàro, Corso 
di Analisi Algebrica, Torino, 1894. N 


A a 


DI È è 
PATTI IST 


‘ 
Ù 

DR + i 
Ù ) 4 i 
È die, Mr ì ; 

di cat at L' CA, 

ANTI ar, pat 

E da VANO 








fi at. medi VU pi LA ATAI a) 
CA PR 


CAPITOLO SESTO 


Le Serie. 


Le operazioni che si richiedono per risolvere qualunque pro- 
blema sui numeri si riducono, in ultima analisi, e per quanta 
sia la loro apparente complicazione, alle operazioni razionali 
($ 42) e a quella di passaggio al limite. Esempî di passaggio al 
limite si sono dati nel Cap. precedente (145), senza però indicare 
metodi generali che permettano sia di eseguire effettivamente 
questo passaggio, sia di ricercare praticamente se il limite esista. 
All’ esposizione di simili metodi è dedicato appunto il presente 
capitolo, insieme coi due seguenti; tanto la ricerca del limite 
quanto la prova della sua esistenza si riconducono allo studio di 
opportuni algoritmi (!) o catene indefinite di successive opera- 
zioni. Secondo che le operazioni da cui è costituito l’ algoritmo 
saranno addizioni, o moltiplicazioni, o divisioni, si darà rispet- 
tivamente all’algoritmo stesso il nome di serie, o di prodotto 
infinito, o di frazione continua. 


A - GENERALITÀ SULLE SERIE. 


147. Abbiasi una successione ($ 46, 119) di numeri reali 
o complessi 


(1) TO AE do ie ci 


(1) Il termine algoritmo (che, come il vocabolo algebra, deriva dal- 
l’arabo) si usa ad indicare un metodico procedimento di calcolo, di 
qualsiasi specie. 


2g e SI È POE VETRATE TL ANO MEA TR ANTA 
gal ea FACTNRI STRA LI an 
» - , Ò - 


- » bn È n - Ul \ . n > % ui i di 
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La successione s’intenderà data, quando sia possibile, in 
qualsiasi modo, di assegnare il numero che, nella successione, 
occupa il posto n°, qualunque sia il valore dell’ 7ndice n. 


Si formino le somme 


S=4%+ 43; Sd +09; S=S+A=ATA +4 +43 00 
ci SB + A = A UA 


Si ha così una successione di addizioni che si continua 
indefinitamente: il procedimento di calcolo così generato 
prende il nome: di. serie. Fnumerita,; diy dg; dg della 
successione (1) si dicono termini della serie; a, ne è il 
termine generale. La serie avente per termini i numeri 
della successione (1) si suole rappresentare mediante la 
scrittura: 


Ao 3 dj si A Sp ceco + An Gi ose0y 


o mediante l’ equivalente : 


mentre con 


id dd, 
N50 
sì rappresenta la somma S, = +4, +0, +..4, dei 
suoi primi p+-1 termini. 
Mediante il procedimento indicato, dalla succes- 
sione (1) abbiamo dedotta la nuova successione, detta delle 
somme parziali : 


2) Rc 


Ora, “ se la successione (2) ammette limite ($ 128 d e 
n $ 188) diremo che la serie è convergente, ed il limite S 
» Verrà detto somma della serie; | 
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n Se la successione (2) tende all’ infinito ($ 128 a) e 
» $ 188) la serie si dirà divergente ; 

» Se non si verifica l’uno o l’altro dei casi prece- 
» denti, la serie si dirà indeterminata. ,, 

Questo ultimo caso si presenta quando la successione (2) 
non è regolare ed ammette quindi più di un punto limite, od 
anche quando nella successione stessa uno stesso numero ricom- 
pare infinite volte. 


148. Data la serie 


dn; 
0 


[e ®) 
SI 
| 
n= 
si presentano da risolvere due questioni essenziali: 

a) riconoscere se la successione (2) ammetta o no un 
limite, cioè distinguere se la serie sia, o no, convergente; 

b) trovare il limite della successione (2) quando vi 
sia; cioè, ove la serie sia convergente, trovarne la 
somma, 0, come si dice anche, sommare la serie 
nell'ipotesi della sua convergenza. 


Si può notare che data una successione qualsiasi 


- 


(2) CAR Pe, 


d 


il riconoscere se abbia limite si riconduce al decidere della con- 
vergenza di una serie, e il trovare codesto limite si riconduce 
al sommare quella serie. Infatti si può scrivere. 


e, = 9%, + (0, — dC) + (2° — 2) +. + (0, — ®n_1) 
cioè x, è la somma #&, formata coi numeri della successione 
IT) LC _ Lo, ÎCo At ÙC3 ent) geeo Ly < itni qoso 


Il limite di (x), se esiste, è dunque la somma della serie 


00 
dot Zi (Ki — Cna) - 
n=-0 
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149. a) Come primo esempio sulle serie, consideriamo 
la serie 


(e_®) 
(3) Diego 
n=0 
formata coi numeri della successione (progressione geo- 
metrica di ragione x): 


2 3 n 
La L, 36) ? 46 Se DI bi 


e detta pertanto serie geometrica. 


Si è veduto ($ 145) che se « è reale o complesso, ma 
in modulo minore d’ uno, 





lim(1+x+x°+..+a")= 
n=00 l_-a 


Basta ciò a concludere che “ per |ax|<1, la serie geo- 
» metrica è convergente ed ha per somma È 





(4) S= 9 


Invece, se è |a|21, si ricordi che 


xv 1 
BERO PRO TET 


e che ($ 145, a) 
Lira —409E 


n=00 h 


Applicando il calcolo dei limiti, viene 


limmzS-==@0g 
N09 
cioè “ per |x|1, la serie geometrica è divergente..,, 
Sia infine |a|= 1, e limitiamoci-al caso di «x reale, 
GIOO siate —adagloPenga lo 


S,=1I1+b14...+1l=% 
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che tende all'infinito per n= 00; la serie è dunque di- 
vergente. Perax=— 1], 


Sa EMIRATI RE 


e la successione delle $, non ha quindi alcun limite; la 
serie è indeterminata. 

b) La serie geometrica il cui primo termine è a ed 
il termine generale è ax”, è pure convergente per |x|<1 
ed ha per somma 

a 

(4) PELA, 
mentre è divergente per |a|>1. 

c) Sia data la serie 


©) Oo 


Formando la rispettiva $,, si ha 


1 1 1 
a(a tl) (a+1)(a+2) ©" * (a+n)(a+n+1)° 


Ora, si noti l’ identità: 
WI 
(a+p+1)a+p) a+p a+p+l’ 


se in questa si fa p=0, 1, 2,.., n e si sostituisce nel se- 
condo membro di $,, si ottiene 
1 1 


Sea — i 
di a a+-n+1? 


e passando al limite per n = 00, 


1 
ipbit Alea a 


N_=00 


2 


= 134 — 


La serie (5) è dunque convergente e la sua somma è Sat 


(e.©) 


Ordinariamente il simbolo XY a,,, che serve a rappresentare 
n=0 


la serie, cioè a ricordare le operazioni che ne costituiscono l’ algo- 
ritmo, si usa anche — quando la serie sia convergente — ad 
esprimerne la somma. In questo senso il simbolo precedente va 
inteso come il 





P 
limo % 
= 00En—0 
Si potrà quindi scrivere 
l 1 
Die c1Pet gala pai 7 percancinzol 
n=0 


e così pure: 


ii 





Ira Lpagi du 


Come caso particolare dell’ esempio bd), si noti: 


1 1 1 1 
RIO GLAS DODO. RESO RE VAIL) 








RENO 13 








150. Alla prima domanda formulata al n. 140, cioè al 
quesito di riconoscere se una serie data sia o no conver- 
gente, risponde il seguente teorema, 0 

Criterio generale di convergenza. “ Condizione necessaria 
» © sufficiente affinchè una serie sia convergente, si è che 
n la somma di quanti si vogliano termini presi ordinata- 
» mente a partire dall’ n°”° possa, per » abbastanza grande, 
ridursi in valore assoluto minore di qualunque numero 
» prefissato. , 

Infatti, la convergenza della serie equivale all’ esi- 
stenza di un limite finito per la successione (2) delle 
somme parziali $,. Ora, condizione necessaria e sufficiente 
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per l’esistenza di un tale limite è ($ 133, coroll., $ 139) 
che preso e positivo piccolo a piacere, si possa assegnare n’ 
tale che per n> n’, e qualunque sia 7, si abbia 


(6) | DE n S, | <a E 


Ma, data la serie Za,, abbiamo: 


Sa ni Ao - Ai —{- 07 hai 000 sl (90, = ta An41 = Hi 000 U,4-59 
Sn AGFA FA,+ + dp, 


onde 


STO ina Tad ssa A,,41 sim A,,4-9 J- seo So Ann 


La condizione (6) equivale dunque a 
(7) Lapp dispiega 


qualunque sia r; il che è quanto si doveva dimostrare. 

151. La condizione (7) deve essere soddisfatta per 
qualunque valore di r perchè si possa concludere alla con- 
vergenza della serie ('). Dato ad r un valore fisso, la (7) 
esprimerà dunque una condizione necessaria, ma non suf- 
ficiente per la convergenza della serie. Così, fatto r= 1, 
dedurremo da (7): 


(8) Lontra z—_:08 
MZ 
cioè: “in ogni serie convergente il termine generale deve 
n bendere a zero per n=0c0. , 
Questa condizione deve essere soddisfatta in ogni 


serie convergente, ma la reciproca non è vera; cioè, pur 


(1) V. la dimostrazione della condizione sufficiente al $ 133 e al 
$ 139. 


_—_ site <: “ AL "di RA è adi ® Tue "> LSP RE de è Mii e de n n A Al) c 
s Sas à . fà, iii: RAMAS? STRO e PATÙ, PERA Let APE 
" oe soli PR, Pisa <A 
sat td ; et 
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essendo soddisfatta la condizione (8), la serie può essere 
divergente. Come esempio di ciò, consideriamo la serie 


sel 


Zi 


in cui la (8) è soddisfatta. Si ha 


1 1 1 
S,=1+T=o+T=+... += 
DI n 
cioè 
n 
fata aniiera . 
n 
o infine 
Sn 


onde lim S, = 00, e la serie è divergente. 


N00 


Consideriamo pure la serie 

Ò © 
Dai 

ei 
detta serie armonica ('). Essendo 


1 1 1 sp 
Dei gr +... + pero 


ne viene che se scriviamo: 
IA 
SEO REA CRON VIA GT [SO 


Lian ni li 
Le Ea een lorena 


(1) Progressione armonica è una successione di numeri, i cui inversi 


formano una progressione aritmetica.' 


COTTO 
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per n» abbastanza grande il numero delle parentesi, cia- 


scuna delle quali ha il valore superiore ad I si può 


fare grande a piacere, e quindi è lim $, = 00. “ La serie 
N00 

» armonica è dunque divergente, , sebbene il suo ter- 

mine generale tenda a zero. 

Dalla proprietà (8) delle serie convergenti risulta 
ancora che “ fra i termini di una serie convergente, un 
» medesimo numero non può presentarsi che un numero 
E LiLo=diuvoltesi, 


Dagli analisti del XVII e XVIII secolo le serie si ado- 
perarono senza preoccupazione della loro convergenza; ciò con- 
dusse a conseguenze imprecise od errate. Dopo che l’ ABEL ed 
il CaucHY (') ebbero ripetutamente posto in guardia contro un 
simile inconveniente, si bandì l’uso delle serie divergenti od 
indeterminate, ed attualmente, nel calcolo usuale, è solo delle 
convergenti che si tiene conto (*). Da ciò l’importanza dei cosi- 
detti criterì di convergenza. 

Poichè è condizione necessaria di convergenza che il ter- 
mine generale della serie tenda a zero, noi ammetteremo impli- 
citamente che questa condizione sia sempre verificata nelle serie 
che considereremo in seguito. 


152. a) Sia la serie convergente, di somma $, 


(o. ©) 


(10) edo pre e eohi Sioe 
0 


n= 
La serie i cui termini sono 
ASI (AN Dr, 

(1) Dal 1820 al 1828; sebbene fino dal 1698 Grac., BERNOUILLI 
avesse rilevato il danno dell’uso di una serie divergente. 

(?) Non è però a dirsi, in modo assoluto, che non sia talvolta 
possibile, sotto opportune convenzioni, di dare un significato ed una 
pratica applicazione anche a serie divergenti od indeterminate, come 
hanno mostrato di recente varî autori, e in particolar modo il Boret. 
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avrà per somma, per definizione, il limite di 


A+ A HS CARS Ar 


cioè A+ Ss. Onde 


00 
A+%Za, 
n=0 
è convergente ed ha per somma A+ #. E chiaro che A 
può essere una somma di un numero qualunque (finito) 
di termini. Viene da questa osservazione che si può scri- 
vere, r essendo un intero qualunque: 


(e) 5 i 00 
ù | @, 
DI ARL ri 
n=0 n_=0 n= +1 


b) Avendosi ancora la serie (10), si consideri la serie 
i cui termini sono 


Hd, pa, ue bd, gara 


essendo 4 un numero qualunque. La sua somma è, per 
definizione il limite di 


SL ate i 


e perciò 4S. Onde è lecito scrivere 


00 (e.©) 
Qi 

Ze Ag SZ 
n=0 n=0 


Come applicazione, si può dedurre la convergenza e 
somma di qualunque quoziente decimale periodico dalla 
convergenza e somma della progressione geometrica. 
Avendosi il quoziente periodico 0, aBY; dove «, 8, Y} Sono 
cifre fra 0 e 9, si ha 


vid $ Y PR 
S FE Da (so Pira 103%+2 Ste oa) =" (è uu 10 x a) SE 108741 
5 n_- 0 


n—=0 
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e per la formula (4): 
ad 
sa G 10 10 Vemar 
s=(2+ 10 +10 1 7 999° 
FALLOS 


sl consideri la nuova serie i cui termini sono 


(11) Anx13 Appare Uptay 


Per questa, la successione delle somme parziali è 


Sp4+1 sn Sp; Sp+o ee: Spr Spr na Spr 


b4 1 


e quindi la somma della serie formata coi termini (11) 


(0.©) 
- y! ___ 
ER, =Z2A,=@py, + Gpyg +0 + Ap4n +e. 
n=p+1 


sarà 
lim tSzia #a S,) Oc Sg ° 
n=00 
La serie E, che, come si vede, è convergente ed ha per 
somma S—S,, si dice resto della serie data relativo 
all’indice p. Se si fa crescere indefinitamente l'indice p, 
S— S, tende a zero, e quindi “ in una serie convergente, 
n il limite per p= co del resto R,, è lo zero. , 
Il resto rappresenta l’ errore che si commette se alla som- 
ma $ della serie, si sostituisce la somma #$, dei primi p+- 1 
suoi termini. 
b) Reciprocamente, se una serie Ya, è tale che il 
resto R, tenda a zero per p=<_, la serie è convergente. 
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Infatti, dire che £, tende a zero significa che, preso 

e positivo e piccolo a piacere, si ha, per tutti i valori 
SIE gie, ; 
di p maggiori di un numero intero p’, 


(e.©) 








E i î 2° | più 
YZ a,|<—, e quindi anche Pt 0) ee 0 
Pp+1 2 p+r+1 2 





Ora si può scrivere, r essendo arbitrario ($ 152): 


00 p+tr 00 


La, =Za,+Z0, 
Pp+1 p+1 p+r+1 
donde 
tz 
a ca | Ap4+1 L Ap4-9 TL DOC © Aptr | Z< e 








Ma questa ($ 150) è appunto la condizione di conver- 
genza della serie XZ a,. 
c) Come applicazione, cerchiamo il resto della serie 
geometrica Xx” nel caso di |e|<1. Sarà 


R,=art! + rt? + ort3 +... + at 4+...; 


ora questa è pure una serie geometrica, di ragione x 
e di primo termine x?*!. La sua somma è dunque data 


($ 149, 2) da 
pt! 





ha 
Rn n 
Osservando che il rapporto R,:a?+! rimane finito per 


p=cc, si potrà dire che il resto della serie geometrica, per 
p=%©, tende a zero come a?41, 
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B - SERIE A TERMINI POSITIVI. 


154. Fin qui si sono considerate serie i cui termini 
potevano essere numeri qualunque. Considereremo ora più 
da vicino le serie i cui termini sono numeri positivi. 

Teorema. “ Una serie a termini positivi non può essere 
» indeterminata. ,, 


Infatti, se i termini sono positivi, le somme parziali 
DUE 3, S, pesa RE 


formano una successione crescente, e quindi ($ 131) rego- 
lare. Essa tenderà dunque all'infinito, nel quale caso la 
serie è divergente; oppure ad un limite finito 4, limite 
superiore delle $,, e la serie è convergente ed ha per 
somma $S. 

Dal teorema precedente risulta subito come corollario 
che “ Condizione necessaria e sufficiente affinchè una 
» Serie a termini positivi sia convergente, si è che estratti 
» dalla serie termini in qualunque modo e in ordine qua- 


lunque, la loro somma sia inferiore ad un numero 


n» 
» positivo fisso. , 

155. Data la serie convergente a termini positivi 
(1) SZA,+ A, +03 +... +0, +. 


si formi una nuova successione prendendo i termini di (1) 
in un ordine arbitrario, ma in modo che in essa figuri 
ognuno di quei termini ('): sia essa 


(2) Ari b) Arg , Ary ques Adrn geso 
(1) Se g termini di (1) fossero fra loro uguali (necessariamente, 


($S 151) qè un numero finito) e se x fosse il loro valore, nella (2) vi 
sarebbero pure q termini uguali fra loro ed uguali ad «. 


beedli SUL 
ie) 


— 142 — 
» La serie 
(e.®) 
(3) I Ubrn seni Ari LF Arg k+- 0° + Arn -- s009 


ni 
» è pure convergente, ed ha per somma $. ,, 

Dapprima, la somma di quanti si vogliano termini 
estratti da (3) è inferiore ad un numero positivo asse- 
gnabile, onde ($ 154) la serie (3) è convergente: sia 6’ la 
sua somma. Sia ora $S, la somma dei primi » termini in $; 
da (3) si estraggano tanti termini quanti occorrono e 
bastano ad esaurire a,, a,,... a,; sia n’ il loro numero, 
evidentemente dipendente da n; sia 6” la loro somma. 
La differenza 

Sn — Sn 
sarà una somma di termini che nella (1) seguono 1’ nn° 
termine: ma la somma di quanti termini si vuole presi 
ordinatamente dopo l’ n° si può ($ 150), per n abbastanza 
grande, rendere inferiore ad un numero positivo e preso 
piccolo a piacere, onde, trattandosi di termini positivi, a 
fortiori sarà 


Sn Pag Sh so 


m 


Passando al limite per n = co, ne risulta appunto che 
DIS 

Il teorema ora dimostrato c’ insegna che nelle serie 
a termini positivi e convergenti, vale - intesa in senso 
lato — la legge commutativa; si dice anche che “ ogni 
» Serie convergente a termini positivi converge indipen- 
» dentemente dall’ ordine dei suoi termini. , 

156. Dalle enunciate proprietà delle serie a termini 
positivi possiamo ricavare le seguenti osservazioni, di cui 
si lascia al lettore la semplicissima delucidazione. 

a) “ Di una serie a termini positivi e convergente, 


» Ogni &, si approssima alla somma Ss per difetto. , 
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b) “ Data una serie (1) a termini positivi, conver- 
» gente e di somma #$, ogni serie i cui termini fanno 
» parte della successione dei termini di (1) è pure con- 
» Vergente, e la sua somma è inferiore ad S. 

c) “ Se (1) è una serie a termini positivi, conver- 
» Vergente e di somma $, e si forma una seconda serie (2), 
, in cui, a tutti o a parte dei termini a, di (1) siano 
» sostituiti numeri negativi o complessi uguali od infe- 
» riori in valore assoluto ai rispettivi a,, la serie (2) sarà 
convergente e la sua somma non supererà, in valore 
assoluto, la somma #. ,, 

157. Si dice convergente assolutamente una serie a ter- 
mini qualsiansi (reali o complessi) tale che sia convergente 
la serie formata coi moduli dei suoi termini. Ora risulta 
subito dal $ 156, c) che 

a) “ Ogni serie convergente assolutamente è con- 
, vergente ,,. Si vedrà più innanzi che la reciproca non 
è vera. 
Si ha pure: 
b) “ Se da una serie convergente assolutamente 
s S=%Za, si deduce la serie X a;,,; dove i termini 


(3’) MIA 


n non differiscono da a,, a,,... 4,,... se non per l'ordine, 
» la seconda serie è convergente ed ha la stessa somma 
» della prima. , 

Che sia convergente risulta dal precedente a); sia S’ la 
sua somma. Si prenda ora la somma dei primi n termini, e si 
indichi con S,; sia 6, la somma dei corrispondenti valori 
assoluti. Si estragga poi da (3’) la somma di quanti ter- 
mini occorrono e bastano ad esaurire a,, @,,... @,; Sia n’ 
il loro numero, Sla loro somma, 8’ la somma dei cor- 


dure ia Er ai ec 
ARRE DE, TERRE AND, Sete Ma 

Mi > ASSE e Agr ne se 

NL 
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rispondenti valori assoluti. Si ha manifestamente ($ 80, 
$ 105, d) CARTA 
| PEgiAT aa Sn | == Sn ven Sn; 


ma (v. $ 155), si può fare n tanto grande che, e essendo A 
piccolo ad arbitrio, sia R 
Sn Bn <8; 
onde 
Sn Sh|<8, 


e quindi, passando al limite per n=ocoyè S'=#.. 

La proposizione ora dimostrata si può anche enun- 
ciare: “ una serie convergente assolutamente è conver- 
» gente indipendentemente dall’ordine dei suoi termini. , 

158. a) Teorema. “ Sia 


00 È 
x | 
VAI 
ne=0 


» una serie convergente a termini positivi; sia 
My è Mi, Mg 300. My, ge . 


» una successione di numeri qualsiansi, i cui valori asso- } 
» tuti abbiano un limite superiore M. La serie 


Sag 3 
Zm,d, i, 
n=0 di 
» è convergente assolutamente. , 
Infatti, essendo e positivo piccolo a piacere, si può 


($ 150) trovare un n tale che, per ogni 7, sia 7 
; 8 
A,,41 ch An 4-9 + see L An4s al M' 
Ma si ha 


La | Mn4-r4n4-r | I M(a4,4, chi An49 pts Un4r) 
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onde 
| Mn4aln4ra | Fo + | Mnprln4o | €; 


De 


da cui, per il criterio generale ($ 150) la serie Y |m,4,, | 
convergente, cioè X m,da,, è convergente assolutamente. 

b) Dal teorema precedente risulta, in particolare, 
che “ se si hanno due serie Ya, , Xd,, la prima a termini 
» positivi e convergente, e si ha 


s (4) I | dn = Un, 


» la Xb, è convergente assolutamente. ,, 


Per la precedente conclusione, non è necessario che la con- 

dizione (4) sia verificata a partire dal valore n=0 od n= 1; 

pe: basta che essa abbia luogo per tutti i valori di n da un indice » 

in avanti. Infatti (v. l'osservazione a del $ 152) per accertare la 
convergenza della serie 


DA 
2 
S 


è necessario e sufficiente di stabilire quella di 


BS x 
DI Un D) 
n=r 


c) Teorema. * Sia È 
00 
Za, 
n=0 
una serie a termini positivi, divergente; sia 


My; Mi, b) Mo gove My, 3000 


, una successione di numeri positivi aventi un limite 
inferiore non nullo p. La serie 





- © + 


00 
Xm,a, 
n=0 
è divergente. ,, 
n 
10. 
\ . 


si 


tati zinnà cere Anti ARIA 
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Infatti, preso M arbitrariamente grande, si può deter- 


minare n’ tale che sia, per ogni n> n: 


VOR RISIA DREI ES, 


ne viene, pern> n, 


MA + Ma, +. + Ma, > M. 


d) Come corollario, “ date due serie Xa,, X2b,, a 


» termini positivi, se la prima è divergente e si ha, per 
nR> ni i 
Db, An, 
» anche la seconda è divergente. ,, 
Le precedenti proposizioni sono dette del confronto 
delle serie. Come applicazione, il lettore dimostri: 
1) dal confronto delle serie 


1 1 
ria 


LI 


| e sapendo che la seconda è convergente (per il $ 149, d), 
la convergenza della prima; 
2) dal confronto delle serie 


1 1 
i at PI 


e sapendo che la seconda (serie armonica) è divergente 
($ 151) la divergenza della prima; 
3) dal confronto delle serie 


2n 1 
x (Qn—-1)(2n+1)? 2 2n+1° 


la divergenza della prima. 





BORDI TRAV, 


= 
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159. a) “ Se, in una serie Ya, a termini positivi, la 
, Tadice aritmetica n" di a,, si mantiene, da un indice n 
, in avanti ('), inferiore ad un numero positivo XK < 1, la 


n 
, Serie è convergente; se invece Va, (*) si mantiene, da 


» un indice in avanti, superiore ad un numero Ah > 1, la 
» Serie è divergente. ,, 


Sia, da un indice in poi, 


n 
(5) Van<k<1; 
ne viene | 
di E; 


e quindi dall’indice n» in poi i termini della serie sono 

minori di quelli della serie geometrica XX”, convergente 

($ 149, a) poichè è K<1. Onde Xa,, è convergente ($ 153, db). 
Sia invece, da un indice in avanti, 


n 
(5) Va,>h>1; 
ne viene 
(pe nali 


e quindi i termini della serie data essendo maggiori di 
quelli della serie geometrica XA”, divergente ($ 149, a) 
perchè è h > 1, la serie stessa ($ 158, d) è divergente. 

b) Nei casi più usuali, esiste un limite per la suc- 


n 
cessione Va,. In tali casi, se 


Teo. 
lim Va, SA 


(1) V. l'osservazione fatta al s 158, 5). 


I0T224 
(?) Con Va, intendiamo qui, esclusivamente, la radice aritmetica, 





ear PT CRT | Get È 


» © è minore dell’unità, la serie Za, è convergente; 
» S© è XA>1, la serie è divergente; se è A= 1, vi è dubbio 


Pa 

» Sulla convergenza o divergenza della serie. , È 
Infatti, se è A<1, si prenda )' compreso fra XÀ ed-1 | ) 

e sia  —\=e; da un indice n in poi, è ($ 188, c) a 
n i E 

Vor <Ne ZI A 

ù 

e si è quindi nel primo caso del teorema precedente: la. A 
serie è convergente. Così, se è A 1, si prenda 7%” com- di 
preso fra 1 e ) e sia e =) — )”; da un indice n in poi sarà ; i 
SA È 

Var SK EXIT I cd 










e si è nel secondo caso del teorema precedente: la serie 
è divergente. Nel caso di X= 1, non si può applicare nè 
la prima, nè la seconda parte del teorema stesso. 

Però, essendo 


n 
lim Van Ml; 


N00 


n 
se fosse costantemente Va, superiore al limite, ne verrebbe 
a, > 1, e la serie sarebbe divergente ($ 151). ; 


Esempio. La serie 
ly ca 


è convergente se x è un numero positivo, poichè la radice 
pa 


aritmetica n°“ del termine generale ur 


, che tende al 
limite zero per n = co. 


Se x è un numero complesso, a = p (cos 8 + ? sen #) 


è r . . 99° x € . . . x 
($ 107, a), il modulo di PaNO eo quindi la serie è conver- 


a n” ì 


gente assolutamente ($ 157). 
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160. a) “ Se, in una serie Za, a termini positivi, il 


An+1 |. 3 ; 1 
, rapporto SOG di un termine al precedente si mantiene, 
n 


da un indice n in avanti, inferiore ad un numero po- 
sitivo X < 1, la serie è convergente; se lo stesso rapporto 
si mantiene, da un indice in avanti, superiore ad un 
numero A > 1, la serie è divergente. ,, 

Sia, da un indice n in poi, 


An+1 





(6) cioe 

n 
Non essendovi modificazione nella convergenza o diver- 
genza, col sopprimere i primi n termini ($ 152, a), si può 


senza restrizione supporre n —=0, e quindi si ha, da (6): 
REI RIMINI pp CECI FINE (1 EAT 
onde, colla moltiplicazione membro a membro: 
AA ASI NARO Pad e  gi! PPNIA: 


i termini della serie data essendo dunque minori di quelli 
della serie geometrica Ya,k"t! di ragione X<1, la serie 
stessa è convergente. 

Sia invece, da un indice, che si può pure senza restri- 


zione supporre uguale a zero: 


An+1 





poste > 


n 
ne viene similmente 


1 ° 


la serie data, avendo i suoi termini maggiori di quelli 
della serie geometrica Xa,h?*! di ragione A > 1, sarà per- 


tanto divergente. 
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b) In molti casi, fra cui i più usuali, la successione 


An+1 





ammette un limite X. In tali casi, “ se è XA<1, la 


n 
» Serie Za, è convergente; se è A> 1, la serie è diver- 
» gente; se è A= 1, vi è dubbio sulla convergenza o 
» divergenza della serie. ,, 

Infatti, se è A<1 e si prende A<Y<1, è da un 
indice in poi ($ 188, c) 


/ è 





An+1 
À 
An 


si è così nel primo caso del teorema precedente e la serie 
è convergente; se è A> 1, si prende \>” => 1, ed è da 

un indice in poi 
: An+1 
An 





Aa 


sì è nel secondo caso e la serie è divergente. Se è A= 1, 
non si può concludere nè in un modo, nè nell’altro. 


Però, se essendo 





h An+1 
lim aa | 


Nn=09 An 


An+1 





fosse costantemente > 1, si potrebbe concludere alla di- 


e 


An 
vergenza delle serie, poichè la successione dei termini andrebbe 
crescendo. 


Esempî. 1) La serie 
ty via 
(a) Dia 


è convergente qualunque sia il numero positivo x, poichè 


il rapporto fra un termine ed il precedente é i il cui 


limite è zero per n—= co. 


CI 
p- 
va 


MER SOTZA MIR SO RT eraatà Beati tì n RT RE TE A - dr 
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Se x è un numero complesso di modulo 0, la serie 
dei moduli 
. Di 
n) 
è convergente per ogni 0; è quindi la (a) assolutamente 
convergente per ogni . 
2) La serie 


00 
(0) Mina” 
n=1 


dove x è positivo, dà per rapporto fra un termine ed il 


precedente 
(n+1)e 
n ’ 


che per n= co ha il limite x. Onde la (5) è convergente 





per x < 1, divergente per x > 1. Per x=1 il teorema bd) 
lascerebbe in dubbio, ma si accerta direttamente la di- 
vergenza della serie. 

Se x è un numero complesso di modulo p, la serie (0) 
è assolutamente convergente per po < 1. 


8) Le serié 
y ty 4a Se na” y dI 
wr i) PECE: 
n= de = 2n 35 1 ei 


per x positivo, sono convergenti per x <1, divergenti 





per «> 1. Per ax= 1 il criterio dato in questo paragrafo 
non vale, ma si è accertato con facilità, per altre vie, 
che la prima (serie armonica) e la seconda sono diver- 
genti, la terza convergente. 

4) Nella serie 


(©) DI SETA IS 


dove a è un numero positivo, il rapporto fra un termine 
ed il precedente si riduce a I 


1 n it 


n 
ae 


Lg 


Per x <.1, questo tende a zero ($ 145) e la serie è conver- 
gente. Per x > 1, il medesimo rapporto potendosi scrivere 


+i _gnt1 _on41 
al” (1+ DAI ) o 1 as, Qu 


gn 
€ —_________r_—r_-* DO ————_—_—_—_—_____—_—_—_—_—_6 
nT2 _ont2 _9nt2 ? 
Tan) 1+ a?" 


tende pure a zero per n= cc e la serie è convergente. 
Onde la (c) converge per x > 1 ed x <1, mentre si scorge 
direttamente che diverge per x =1. 

161. a) “ Sia d, una successione di numeri positivi ; 
» Sia Za, una serie a termini positivi. Se da un indice 
» in poi, si ha 
(7) d, 


dn 





An43 RE dnta 37 6 


» dove X è un numero positivo, la serie Za, è conver- 
» gente. ,, i | 

Infatti, si può intanto supporre senza restrizione, per 
l'osservazione del $ 159, d) che la (7) sia soddisfatta dal- 
l'indice n=1 in avanti. Si ha poi, da (7), 


ALRI Bnl, — On p1%np3 kan41) 


cioè la successione di numeri positivi 
Did) Dslg, dbzdz;.. 


è decrescente. Essa ha pertanto ($ 131) un limite À, che 
ne è il limite inferiore, e perciò la serie 


S'=b,a, + (0,0, — b,4,) + (034, — b,a,) +... 











LU È 
È 
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è convergente ed ha per somma .. Ma la (7’) esprime che 

il termine a,,., di Za, è minore del termine generale della 

serie S”, diviso per X; onde ($ 158) la Za, è convergente. 
b) Se le 6, sono tali che la serie 


® x; 


sia convergente, basta, per la convergenza di Yan, che 


da un indice in poi sia 





An 
(7) b,, GE Opa 02 OSSim dd Dr) 
n 


poiché le 5,4, essendo decrescenti, sono tutte inferiori ad 
un numero positivo fisso M, e quindi è 


ve: 
Un Z Lon? 
il che ($ 158) dimostra la convergenza di Xa,. 
c) “ Se la serie (8) è divergente, ed è da un indice 


, in poi 


(9) pis 





— dp < 0, 
441 


n la serie Za, è divergente. , 
Infatti, risulta da (9) che è 
i PR a 
le d,,a,, vanno dunque crescendo e si mantengono tutte 


superiori ad un numero fisso p. Si ha dunque 


>&, 


ossia, essendo la (8) divergente, Ya, è pure ($ 158) diver- 


gente. (1) 


(*) Le proposizioni @) e c) di questo paragrafo sono conosciute 
col nome di criterio dî KuMMER, 





, 
Ma 
- 
} 
4 
x 
4 
È 
Fao 
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162. Particolarizzando i numeri d,, i teoremi prece- 
denti danno numerosi criterî speciali di convergenza. 
a) Facendo bd, = 1, si ottiene dal $ 161, a) il teorema 
del $ 160. 
b) Facendo 5, = n, la serie (8) si riduce divergente 
(serie armonica). La condizione (7) dà che Za, è conver- 
gente se è, da un indice in avanti: 





(10) n(22-_1)>a>1 
And, 


e la condizione (9), che Za, è divergente se è, da un 


An 
An4, 
Nella pratica, si cerca, per l'applicazione dei criterî pre- 
cedenti, il limite delle espressioni 


indice in avanti: 





(009) db, Lins 


<p 
I 
An41 


per n= 00, e nel caso particolare d) del presente paragrafo, 
il limite di 


a 
12 i n ( cc i) 
(12) RE 


limiti che spesso esistono nei casì più usuali. 





1 i SARTI 
La serie dr essendo divergente, secondo che il limite 
È So 


di (11) sarà maggiore o minore di zero, sarà soddisfatta rispet- 
tivamente la condizione (7) o la (9), e la Za, sarà rispettiva- 
mente convergente o divergente. Così, se esiste un limite per (12) 
la serie Ya,, sarà convergente o divergente secondo che questo 
limite sarà maggiore o minore dell’ unità. (Cfr. l’ osservazione 
del $ 159, b). 


(1) Questo criterio, caso speciale di quello di KummkR, è noto sotto 
il nome di criterio di RAABE, 





uitaa dì 
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163. “ Se Ya, è una serie a termini positivi decre- 
» Scenti, essa converge o diverge insieme colla serie 


(13) Ad, tMAam + Mi Am2 i M'Am3 —E=lreene 


» qualunque sia il numero intero positivo m> l. , 


Infatti, si ha dapprima: 


7 nt] la ia 
mita +1 < MA n, + Ing Pt Anti), 


perchè i termini a del primo membro sono non maggiori 
di quelli del secondo, ed il loro numero è m?*! nel primo 
membro, m”*!(m —1) nel secondo. Sommando le prime n 
di queste disuguaglianze, viene 


e quindi, se la prima serie Za, è convergente, lo è 
anche la (13). 
Inversamente, siccome è pure, per doppia ragione: 


ma, >A, +43 4 dg, 


sì ha, sommando: 


M(A, + MA, + MA mg + + ma n) D>U,+ 03 +... +0_n+1; 


così se è divergente la prima serie, lo è anche la (13). 
Le due serie convergono e divergono dunque insieme. 
Come applicazione, la serie, dove x è un numero po- 
sitivo qualsiasi (!): 
Li 1 1 


(14) liga tgza tette 


(') Il significato dell’esponente irrazionale è dato dal s 76. 
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converge o diverge insieme alla serie che se ne deduce 


applicandole la regola di formazione della serie (13) per. 
m==2, cioè insieme a | 


Dn Lia i i 
1+ gati tto +... —=1+21-%4-22(1-%)4,,,+22(1-2) +... 


Ma questa non è altro che una progressione geometrica 

di ragione gia; essa converge dunque per 1—2x<0 e 

diverge per 1—ax 20. Talchè la serie (14), che si dice 

serie armonica generalizzata, converge per x > l e diverge 

pera<1. Pera==1 sisa già ($ 151) che essa è divergente. 
/ 

Sapendo che De è divergente, la divergenza di (14) per 


2<1 risulta subito dai teoremi del confronto. La convergenza 
per n intero e > 1 risulterebbe dall’applicazione del. criterio 
di RAABE ($ 162, db); essa risulta anche dal sapere ($ 158) 


s 1 ; ; : 
che Ya è convergente. La difficoltà di decidere della conver- 
n° 


genza della (14) si ha per x compreso fra 1 e 2; ed è in 


questo caso che risulta utile 1’ applicazione del teorema che forma 
l’oggetto del presente paragrafo. 


C - SOMMA E PRODOTTO DELLE SERIE. 


164. “ Abbiansi le due serie convergenti, 


00 00 
ZAR Or 
n=0 


n=0 


, aventi rispettivamente per somme A e £. La serie 


x (A, + dn) 


n=0 


» è convergente, ed ha per somma A+ 35. , 











ST da 


Infatti, indicata con $, la somma dei termini da 0 
ad n» nella ultima serie, con 4,, B, le somme analoghe 
nelle due prime, si ha: 


S,=(4+0)+(1,+0,) +... +(0,+0,)=A4,+B,, 
e passando al limite per n= co ($ 140), 
S= A+ B. 


La serie S si dice somma delle due serie A, B. La pro- 
posizione si estende immediatamente al caso di un numero 
qualsiasi (finito) di serie convergenti (cfr. $ 140). Analoga- 


mente, la serie | 
Li (dn A d,,) 


è convergente se tali sono Ya,, Yb,, ed ha per somma 
A—- B. 

165. (') [“ Abbiasi un sistema di infinite successioni 
» di numeri positivi: 


A,3 A19 dz d000 din does. 
CSI Uo99 Ugg 0000 Uan cedo 


(1) PRETI RESP 


Ad, U,,9 Un3 UOC] Cdira sese 


, tale che la somma di un numero qualunque 
, finito di termini estratti dallo specchio (1) 
n.sla inferiore ad un numero fisso L. DI 
Sotto questa ipotesi, segue immediatamente : 
a) che uno stesso numero può figurare nello specchio 
solo un numero finito di volte; 


(*) Questo paragrafo può venire ommesso in un primo studio. 
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P 


b) che solo un numero finito di termini in (1) può 
superare un numero assegnato ; 
c) che qualunque serie 


Ar181 de Urosg cià DIO Sha Arn8n 3 0009 


i cui termini siano estratti in qualunque modo da (1), è 
convergente. 


Infatti, una tale serie è a termini positivi, e le sue somme 
parziali non oltrepassano il numero fisso L ($ 154). 


d) In particolare, è convergente la serie, che diremo 
principale : 
(2) aA1.1+(01.2+ 43.1) +(01.3+d42.2+ 03.1) +... . 
+ (G1.n+02.n-1+40.n-2+ An e1) +. 


i cui termini, costituiti dalle successive parentesi, sono le 
somme degli elementi di (1) aventi costante la somma 
degli indici. Sia S la somma di questa serie; è chiaro 
che la somma di un numero qualunque finito di termini 
estratti da (1) è inferiore ad S&S, e quindi S si può sosti- 
tuire al numero L (è cioè S<L). 

e) Dalla convergenza di (2), risulta che, preso e pic- 
colo a piacere, si può determinare n tale che per ogni 
n=n sia il resto ($ 153) di (2) inferiore ad e: 


(G1ent02en-1+ 0 An e1)+(G1en+1 +02 nt 0 Un41e1) + <8; 


quindi sarà minore di e la somnia di un numero qua- 
lunque di termini di (1) quando, per ognuno di essi ter- 
mini, la somma dei due indici sia superiore ad n. In 
particolare, sarà minore di e la somma di quanti si vo- 
gliano termini di (1) quando almeno uno degli indici sia, 
in ciascun termine, superiore ad n. 

f) Sono convergenti (c) le serie aventi per termini 
gli elementi della prima, seconda,... pî”,.. linea orizzon- 


TATA 
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tale dello specchio (1). Indichiamo con A,, 4,,... 4 le 


p Îeg* 


somme rispettive di queste serie; la serie 
". cs 
(8) ZA, 
mel 
è convergente ed ha per somma $. Infatti, preso e piccolo 


a piacere, determiniamo l’» corrispondente (e), e conside- 
riamo per n> n, la somma: 


- 


dove r è un intero qualunque. Questa somma è quella di 
un numero finito di serie convergenti, e si può pertanto 
scrivere ($ 164): 


(e.©) 
x (Anti suv dAn+4ZQeut-. ce FAn4r v) ; 
= 


ma gli elementi di questa somma hanno tutti un indice 
superiore ad n, e perciò la somma stessa sarà minore 
di e (e). Ne viene ($ 153) che la serie (3) è convergente. 

Ora possiamo vedere che la sua somma è uguale ad S. 
Infatti, essendo n >» ed indicando con $, la somma dei 
primi n termini in (2), consideriamo la differenza 


AtAiA,.t._ FÀ, SG 


In questa spariscono tutti i termini di $,, e rimangono 
soli termini in cui la somma degli indici è superiore ad 7»; 
onde (e) 

AtAiA},;tt.A, — Sh <8s. 
Ma per n abbastanza grande, è anche S— S,<e, onde 
sottraendo 

A,tiA,.t..tAiA,  SZL2e 
dove 2 è piccolo a piacere. Ciò equivale appunto a dire 
che $ è il limite di A, +4,+ ... 4,, e pertanto la serie XA, 
ha per somma $, c. d. d. 
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g) Reciprocamente, nello specchio (1), ad elementi 
positivi, siano convergenti le serie formate colle singole 
orizzontali, ed essendo A4;, 4,,.. 4,,.. le loro somme, sia 
anche convergente 2 A,. Sarà allora manifestamente sod- 
disfatta la ipotesi enunciata al principio del presente 
paragrafo; ne verrà dunque che XA, è uguale alla somma 
della serie principale. 

h) In modo analogo si dimostra che avendosi lo 
specchio 

da Bi 4, Be 389 4 Ba N 


(4) a 


A detto A sesso 
CIS Uofa Ùobn 


te 9 DA6I o Ta . . . . . . . . ° CI) 


i cui elementi sono tutti e soli quelli di (1), ciascuno preso 
tante volte quante entra in (1), se si indicano con 5,, B,,... 
B,,... le somme delle serie convergenti (c) aventi per termini 
gli elementi della prima, seconda,... pî”*‘... linea orizzon- 


tale di (4), la serie 


00 
ch 
è convergente ed ha per somma $. Basta infatti osservare 
che si può prendere n abbastanza grande perchè dalla dif- 
ferenza 
Bri Bito Led 

spariscano tutti i termini in cui la somma degli indici 
è <n, e si conclude come ad (f). 

i) Abbiasi infine uno specchio come (1), ma i cui 
elementi siano ora numeri qualsiansi; si supponga poi 
che, sostituendo ad ogni elemento a,; il proprio 
valore assoluto |a,,|, per lo specchio di numeri 
positivi che ne risulta sia soddisfatta la con- 
dizione dell’enunciato. Allora si potranno ripetere 

















. NA p é 
va RE PIO 
RE al A 


gd 
n 
V 
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tutte le considerazioni fatte in questo paragrafo; le serie SIE 
S, 4;;} 43;-- Bi; B,,... saranno assolutamente con- 
vergenti; per ogni e, vi sarà un » tale che sia 


|ars|+|Gpg| ++|00| <£ 
se è r+s>n, p+gq>n,.. |u+v|=>n, e quindi a fortiori 
|A, + Apg + i + dun | <8E, 
onde varrà ancora l’ uguaglianza 


Aj,tA,+..A, +. =B,+B,+..+B,+..=$. 





Si noti che nei casi considerati, e posto 


Ani visa An 9 risata Amin 


la somma #& si può riguardare tanto come il 


(5) lim (lim A,n) 
M_00 n= 

(sommazione per linee), come il 

(6) [gets A4Az0, 


n= 00 M_ 00 


(sommazione per colonne). Essa viene detta serie doppia, ed 
indicata con 


00 00 eo) co) 
ù d Ann } 0 a: Z Ann | 


ni—=Ur=0 n=0 m=0 


Ma non si deve credere che, quando non sia soddisfatta la con- 
dizione posta nell’enunciato se le a,,, sono positive, o quella 
‘posta ad (Ah) se le a,,,, sono qualunque, si possa dedurre dalla 
esistenza del limite (5) quella di (6), nè che sia lecita l’ inver- 
sione del passaggio al limite rispetto ad m e ad n.] 


11 


e sa ari di Zell DI Tuo TAR da TDI 
onor Re ISPIRA CRIS ret IIS TORO ATA AE: 
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166. “ Abbiansi le due serie a termini positivi e con- 


n Vergenti 


00 (e_©) 
PITON e 
n—=0 n_=0 


» aventi rispettivamente per somme 4 e 5. La serie: 


(7) ab + (ad +40) + (490, + 0 + Ab) + 
see + (Ab, + Abr + Abr ++ Ab) + 


. i 


» © convergente, ed ha per somma AB. ,, 


La serie (7) dicesi prodotto delle serie A e B. Essa è for- 
mata in modo che i suoi termini (le successive parentesi) sono 


PN 


quelle somme di prodotti di un numero a e di un numero d in 
cui la somma degli indici è costante; 0 nel primo termine, 
1 nel secondo, 2 nel terzo, e così via. 
[Per il lettore che ha presa cognizione del $ 166, il teorema è: 
del prodotto delle serie si deduce immediatamente dalle propo- 


brr 
L'ERA Pg = Py 


sizioni dimostrate in quel paragrafo. Infatti la serie (7) non è 


altro che la serie principale nello specchio 


® ao doi; ab, Ad; vio. 
d30 0:00 0 


(Ubs 000 Asa 


SI 


i 


- i Fi È da s Na , + È v 
sal AI lia i reame ci 


Ma qui le serie formate dalle linee orizzontali sono conver- 
genti ed hanno per somme a,B, 4,5, a,B,...; è anche conver- 
gente la loro somma ed ha per somma AB; onde ($ 165, g) 
questa somma è uguale a quella della serie principale, cioè alla’ 
serie (7).] 

Indichiamo con 4,,, B,, C, le somme dei termini. fino 
all’indice » nelle serie A, B.e (7) rispettivamente. For- 


mando allora 
Cir Tre MESS 


si scorge facilmente che tutti i termini di 4,,B, sono con- 


ta nu fusa ma. 
PETER ONE PI TAR I PI SI DONE PELO I PE 


- 


n n 
À 
È: 
d 








ESTTORRI 


tenuti in C,, e perciò scompaiono dalla differenza, che si 
riduce quindi a 
Con — AnBn = Dn + (A00n 49 + d0n43) +00 
+ (Aden + Adbon—, + i + Gn10n4-1) 
+ An4;00 + (Gn4odo + dn 403) +0 
+. (Aando + don10 + + An40n-1) > 


che si può anche scrivere: 


Csn — AnBn=0(0np1 + Unpg + «0 + Dan) 
+ dDi(Anp1 + An 4g + + Agp) 
+.d (dn 41 + Dnpg + 0 + Dona) 
+ Di(An41 + ngg + + Gana) 
++ Andayi + dn Mnti» 


Pertanto, poichè al secondo membro si saranno aggiunti 
numeri positivi, verrà: 


Con AnBn <(d,+F4,40dn-1)(Onp1 + Onyg ++ dona) 
+- (Do +0 + dr) (Ap + Anjg +e + dgr) è 


Ufraesa E Arti A de be B 
qualunque sia n; inoltre, per la convergenza delle serie 
date, si può, preso e piccolo a piacere, prendere ($ 150) » 
tanto grande che sia pern>n 


bip Onportrra Fon TI? Gurrt da +4 <b; ; 
onde 
CREATE 3 i 
Ma ($ 141) 


lim 4,B, = AB, 


n=9 


onde si può prendere n tanto grande che per n>n sia 


AB—A4,B,<5; 


uè 
* 


Po de aa dii i Pe <a 
= Î è SI pù 
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da cui, per ogni » che soverchia il maggiore fra n ed n: 


Cor — AB<E. 
Ciò equivale a dire che 


limo=Go. = Ae 


N00 


cioè la serie (7) è convergente ed ha per somma 45, c. d. d. 


Data la regola per il prodotto di due serie convergenti a 
termini positivi, ne risulta quella per il prodotto di tre o più 
simili serie: necessariamente in numero finito. 

167. “ Siano date due serie Za,, Xò, a termini qual- 
» Sivogliano, reali o complessi, assolutamente convergenti 


» ed aventi per somma A e b. La serie 


Db, +4,0,—, + + And) 


» è convergente assolutamente ed ha per somma AB. , 

Infatti, ripetendo il procedimento del paragrafo pre- 
cedente, indichiamo con 4,, B,, C, le espressioni analoghe 
ad A4,,-B,,C,,ma costruite sostituendo ai termini a,, e d,, 
i rispettivi valori assoluti. Si avrà ($ 80): 


| (pg A Ba | È Con AB 


Ma per la convergenza assoluta delle serie, le considera-- 


zioni del paragrafo precedente si possono applicare alle 
serie dei moduli X | a, |, 2|5,|; pertanto si ha, per n ab- 


bastanza grande 


e quindi 
| Con — AnBa. | gt, 
2 
Inoltre, pure per n abbastanza grande, si ha dal $ 141: 


(AGBISAETE 
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onde, per sottrazione 


| Card x£ 
e da ciò si conclude che 


limC,, = 48° 


N==00 


che dimostra l’ asserto. 


168. Esempî. a) La serie geometrica 


(e.°) 
(8) DaZ1+0+C +... +0" +. 
n_0 
è, per |ax|<1, assolutamente convergente, ed ha per 





somma (1— x). Si potrà dunque applicarle il teorema 
della moltiplicazione delle serie, e si otterrà così, come 
si scorge immediatamente, la serie 


(9) 1+2x+30° +4408 +... +(n+1)e" +... 


pure convergente assolutamente per |a|< 1, e la cui 
somma sarà (1 — x). 
Moltiplicando, colla medesima regola, le serie (8) e (9), 


si ottiene la serie 
(n+1)(n+2) 


(10) 1+3x+6x°+102%+... + RD) 


Dale 
pure convergente assolutamente per |ax|<1 ed avente 
per somma (1— x). 

Qui si può fare l’ osservazione che queste serie si 
sarebbero ottenute, formalmente, applicando quella stessa 
regola che serve ad ottenere lo sviluppo della potenza 
ms del binomio 1 





x, coll’ estensione di codesta regola 
— dimostrata in Algebra elementare solo per m intero 
positivo — anche al caso di m—=—1, —2, —3. Si è così 
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condotti a pensare che per un esponente intero nega- 
tivo — m debba valere la formula 
mm+1) , 
1.9 C+ 


m(m+ 1)... (m+n—1) 
LRD re: 


(11) 1—-0)"=1+ ma + 


DELA fee 


Questa si è già dimostrata per m= 1, 2, 8, nel caso di. 


|e|<1; supponiamo la formula stessa valida per m e 
per |e]<1 (') e moltiplichiamo, secondo la regola dei 
$$ 166-167, questa serie per la (8). Il termine generale sarà 





(eno 10458 n 


(mp EDO. rs) I 


uguale, per una nota formula sui coefficienti binomiali, a 


(m+1)(m+2)..(m+n) |, 
tepore ga 
Onde 
(m+1)(m+ 2)... (m+ n) * 
di dB 9 Lan L- 


(1 Let O E —_ 
n==0 


cioè, se la (11) è vera per m, è pure vera per m+1 e 
quindi, per il principio dell’induzione completa (*), è vera 
per ogni esponente intero negativo. 

b) La serie 


(12) N n 


è assolutamente convergente per ogni valore di «, reale 


(1) La convergenza della serie (11) per |x|<1 si può dimostrare 
direttamente mediante il criterio del $ 160, 
(*) V. nota a pie’ della pag. 4. 
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o complesso ($ 160, es. 1). Indichiamo con E(r) la somma 
di questa serie; sarà dunque 


(13) RIE 


_Moltiplicando queste due serie (12), (13) secondo la regola 
dei paragrafi precedenti, otterremo come termine generale 
della serie prodotto : 


a in); mene eng) y” 
“Rel eeAeee ES 
n! DA! Ml mi =353.! n! 
ossia 


1 n(n— 1) (C+%" 
CS fe i n_1l M_Z,,2 CA E 
LC MY +92) = A 


I 


“ 


Onde, per l’espressione (12), la proprietà notevole espressa da 


(14) I E)Eg)= E@+y): 


D - SERIE A TERMINI QUALSIANSI. CONVERGENZA CONDIZIONATA. 


» 
169. Abbiasi una serie a termini reali, alternativa- 
mente positivi e negativi, e decrescenti in valore assoluto: 


(1) aa, +0, — da +A,— 454... + Ag, — donpa +e 


La successione delle $, d’indice pari va decrescendo; 
infatti 


Si — Dan P (dont; EL d4on4-5) 


dove la parentesi sottraerida è positiva; la successione 
delle S, di indice dispari va invece crescendo, poichè 


Senti = Sona +-:(Gon — d9n41) 





ET 


dove la parentesi addenda è pure positiva. Se ora si 


suppone che, oltre ad essere decrescente, la successione 
delle a, tenda a zero, siccome è 


Rn e 
così le successioni 
S, ov, S, si, S, repo 
3 
Si ò) Di b) S, Fede 


sono convergenti ($ 82, 2) e tendono quindi ad uno stesso 
limite. Questo essendo, per definizione ($ 147), la somma 
della serie 


(o.©) 


> CS 1)", 


n=) 


così si ha che “ una serie a termini alternativamente 

» positivi e negativi, costantemente decrescenti in valore 

» assoluto e tendenti a zero, è sempre convergente. , 
Così le serie 


1 1 1 i 1 
dea cachi —_ Ty WR n o Pena. 
RI ACRI 
ed GUT A RR O to ATI 
5 1 i 1 1 Da 1 1 sa 
— —_ = AEON "e ===" ce00» 
N BLA V4in+1  V4in+3 


sono convergenti. E però da notare che la prima è con- 


vergente assolutamente ($ 157), mentre non sono tali le 
altre due. | 


Si dicono convergenti semplicemente le serie convergenti, ma 
non convergenti assolutamente. La convergenza assoluta porta 
di conseguenza la convergenza semplice ($ 157, a), ma gli esempi 
precedenti mostrano che la reciproca non vale. 


— 169 — 


170. Consideriamo la serie 


1 1 dara 1 1 


(1) Deo e na dn 


= 


convergente semplicemente in virtù del paragrafo prece- 
dente. Scriviamo la serie 


LIA oi i a 
O A OSANO pag aa pe pp 





ha COD 


formata con un’alterazione dell'ordine dei termini della (1), 
in modo che, senza mutare l’ ordine relativo dei termini 
positivi né quello dei termini negativi, un termine nega- 
tivo ne segua due positivi. Prendiamo poi in (1) la somma 
dei primi 2n termini, sia S,,; in (2) la somma dei primi 
3n termini, sia $”,,, e facciamone la differenza; si trova 
immediatamente: 


1 1 ii 1 


Dia ON ga da I 


Ma osservando che nel secondo membro le frazioni sono n, 


e che l’ultima è la minima, viene 


n 


Zini 1 


e quindi, se esiste un limite $’ per 6S’,, come esiste il 
limite S per $,,, sarà 


ea 


lo 


Onde “ alterando nel modo (2) l’ordine dei termini 
» della serie (1), si ottiene una nuova serie la quale, se 
» © convergente, non può avere la stessa somma della 
serio (bien 


Lo Pi RE ee in ET tria ona ; 


“© prio 


.» 


Sii pp E 


Questo esempio ci dimostra come in una serie convergente 
non sia sempre lecito alterare l’ordine dei termini senza alte- 
rare la somma; cioè, come non per ogni serie convergente valsa 
la legge commutativa dell’addizione, intesa in senso lato. Siamo 
quindi condotti a distinguere le serie convergenti in due classi: 

a) le serie convergenti incondizionatamente o indipen- 
dentemente dall’ordine dei loro termini; per esse 
vale la legge commutativa in senso lato, cioè, in qualunque modo 
si alteri l'ordine dei termini, la serie rimane convergente e 
mantiene la medesima somma. Tali sono le serie convergenti a 
termini positivi ($. 155); tali sono anche le serie a termini 
qualsivogliano, reali o complessi, ma ($ 157, 0) convergenti asse- 
lutamente, e tale proprietà si estende anche ($ 165) alle serie 
doppie assolutamente convergenti. 

b) le serie convergenti condizionatamente o dipenden- 
temente dall’ordine dei loro termini; per esse non 
vale più la proprietà commutativa estesa, cioè alterando l'ordine 


dei termini può mutare la somma, ed anche — come si vedrà 
più innanzi ($ 171, d) — la serie può da convergente, ridursi 


a dare una serie divergente, ordinandone i termini in modo op- 
portuno. 

Passiamo ora a cercare sotto quali condizioni una serie 
possa essere convergente condizionatamente. 


171. Sia dapprima una serie a termini reali; indi- 
chiamo con a,, d,, 93)... 4,;... 1 suoi termini positivi, con 
b,, d,, 03, 6b,,... i valori assoluti dei suoi termini negativi. 

Come sempre (v. osservazione alla fine del $ 151) 
supponiamo le a,, e d,, tendenti a zero. 

Qui si possono dare i seguenti casi: 

a) Le serie XZa,, Xb, siano entrambe convergenti. 
La serie data è allora convergente assolutamente, e quindi 
anche convergente incondizionatamente. 

b) La serie Za, sia divergente, Xb, sia convergente 
e sia B la sua somma. Si prenda una somma parziale &,, 
della serie data; qualunque sia l'ordinamento dato ai ter- 


mini a,, e d,,, si potrà sempre prendere m tanto grande che 
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fra i termini a,, figurino tutti quelli di A,=@,+@,+...+0), 
p essendo arbitrario. Sarà allora 


pa pier A, = bi 


Ma si può prendere p tanto grande che sia A, > M+ 5, 
essendo M grande a piacere: onde 


Sage, 


e la serie data è divergente, qualunque sia l’ ordinamento 
dato ai suoi termini. 

c) Analogamente si dimostra che la serie data è 
divergente per qualunque ordinamento dei suoi termini, 
se Za, è convergente e Xb, divergente. 

d) Siano infine Za,, Xb, entrambe divergenti. Al- 
lora, se anche per un certo ordinamento dei termini si 
ha una serie convergente, vi sarà però qualche ordina- 
mento dei termini per il quale si avrà una serie diver- 
gente. Infatti, essendo Zan divergente, si potrà sempre 


trovare un indice n, tale che sia 
a, + A, +03 +... + an>d +1 


Così, poichè sopprimendo i primi n, termini in Ya, la 
serie rimane divergente, potrà trovarsi un indice n, tale 


che sia 

Unj+l Sia An3+2 ola 000 35 Ung = ds cla ] ; 
così un indice n, tale che sia 

Ungti ce Ang+2 sr oa Ang 32 db, sio 15 


e così via indefinitamente. Nella serie 


(3) di 2 Udo i DIO) Dio An} NERA db, iù Anj+1 cla An:+2 cha 000 SE 
ste Ang - db, “La Ang+1 SF Ang+2 L 000 Ang PA db, = DOO) 


- 


Pe 
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che è formata coi termini della serie data disposti in un 


ordine particolare, si avrà dunque, 


A, + Ao L- dee Ani STRETTE b, > Ls 


ed essendo m un intero qualunque 
A + No L DICI Ani VAS db, LT Anx+1 +1 dee +- Any Ca be > Mi 


e poiché le d,, tendono a zero, queste disuguaglianze, per 
definizione ($ 147), dimostrano la divergenza della serie (3). 

172. Dal d) del paragrafo precedente risulta che se una 
serie a termini reali è convergente semplicemente, 
la serie Zan dei suoi termini positivi e quella Xd, dei 
valori assoluti dei suoi termini negativi sono divergenti 
entrambe. Ne risulta ancora che una simile serie è conver- 
gente solo dipendentemente dall’ ordine dei suoi termini 
(convergente condizionatamente), poichè esiste almeno un 
ordinamento dei termini che la muta in serie divergente. 
Unendo questo teorema colla proposizione del $ 157, a, 
abbiamo il teorema fondamentale sulla convergenza in- 
condizionata, detto teorema di DIRICHLET: 

“ Condizione necessaria e sufficiente affinchè una serie 
» a termini reali sia convergente incondizionatamente, è 
» Che essa sia assolutamente convergente. ,, 

173. La medesima proposidione si estende anche alle 
serie a termini complessi. 

Dal $ 157, la convergenza assoluta porta di conse- 
guenza la convergenza incondizionata, cioè ne è condi- 
zione sufficiente. 

Vediamo ora come essa sia anche condizione neces- 
saria. Sia pertanto 


(4) 2 (&, + dB) 
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una serie a termini complessi incondizionatamente con- 
vergente. Tali dovranno dunque essere tanto la serie delle 
parti reali, Yx,, quanto quella X$n dei coefficienti del- 
l’unità i; perciò, dal teorema del paragrafo precedente, 
esse sono assolutamente convergenti, cioè 


sono convergenti, e quindi anche ($ 164) 


S(|en] + 81). 
Ma si ha ($ 105, d) 


| tn + Ba] <|en|+|Bn], 
onde ($ 158, 0) è pure convergente 
Z|an+t dB], 


cioè la (4) è convergente assolutamente. Onde anche per 
le serie a termini complessi vale che 

“ Condizione necessaria e sufficiente alla convergenza 
» incondizionata è la convergenza assoluta. ,, 

174. [Riprendiamo una serie a termini positivi e ne- 
gativi, semplicemente convergente, e siano ancora a, i 
suoi termini positivi, 6, i valori assoluti dei suoi termini 
negativi. Naturalmente ($ 151) le a, e d, tendono a zero. 
Per il $ 171, d), le serie YZa,, Xd, sono entrambe diver- 
genti. Preso un numero reale G arbitrario, potremo sempre 
trovare una somma di termini an tale che sia 


a, PFA, +. + < GLU ++. +0. 


Poniamo a, + a, + ... + @,,= 0}; potremo sempre togliere 


da c, tanti elementi 6, che sia 


ob —b—.. — bi, G2>0,— db db... dp. 


e el ron 
« ni LC nr Lp ati la a 7 


”“_ 





_ 
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Poniamo co, —bdb, db... — bh =0;; potremo aggiungere 
| a 0) tanti elementi a, successivi, che sia 


O, +Am+1+@4m4+2+ vi UnS1 = GZ0,+Am+1+0m+2+ seo +-An s 


posta l’ultima somma uguale a 0,, potremo toglierle tanti 5 
elementi d, successivi che sia 


O° — bpp1 — Dppg — n — da GA>I— bp —dopg da; 


e sia o, l’ultima somma, e così di seguito indefinitamente. 


Così continuando. si formano le due successioni 
Ù IA 
S13 92) zpee3 13 23 939 


che differiscono da G, le prime, per eccesso, per meno di a,,, » 
di an ;...; le seconde, per difetto, per meno di d,, di b;,... 
Ma le a, e le d, tendono a zero, onde la successione 


led / 7 / 
(5) STRANI ea 


ha per limite G: cioè vi è un tale ordinamento dei ter- 
mini an e bay che la serie corrispondente, di cui le (5) sono 
le somme parziali, sia convergente ed abbia per somma G. 
a Abbiamo così il teorema seguente, dovuto al RIEMANN: 
“ Se una serie a termini reali è semplicemente con- 
, vergente, con un conveniente ordinamento dei suoi 
° » termini si può ottenerne una serie convergente avente 
» per somma un numero arbitrariamente assegnato. ,] 
175. [Terminiamo questo capitolo aggiungendo una 
notevole proposizione, dovuta ad ABEL, sulle serie a ter- 
mini qualsiansi. i 
“ Sia Zan una serie convergente a termini qualsiansi; 
n SÌ& C13 Cl; Cn... Una successione di numeri positivi 


» decrescenti. La serie Zc,4, è pure convergente. ,, 
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Dall’ipotesi sulle c,,, risulta che queste sono tutte infe- 
riori ad un numero positivo c. Dalla convergenza di Zan, . 
risulta che preso e piccolo a piacere, si può trovare un 
indice n tale che per n >n, tutte le somme 


To = Ant Gn+t1t + 0n+p (p=0, 1, 2...) 
siano, in valore assoluto, minori di e ($ 150). Ora, posto 


To ="Cndn + Cn41Un+1 + «+ Cn+-pAn+p; 
si ha - 
PA tei CnTo n Cn+1(1 To) Sito 
ossia 
Ci LA —_ Aa td —_—— 
Tp = To(n_n41) + T1(Cn41On4o) + 


55 ISO ZI CI hr Cn4-pl pè 


Ma le differenze cn — Cn+1; Cn+1 — Cn+2,... sOnO tutte posi- 


tive; onde viene ($ 105, D) 
Pere <Vcc. 


Poichè e è piccolo a piacere, è dunque soddisfatta per Xc,4, 
la condizione generale di convergenza del $ 150. 


Il teorema si estende, con dimostrazione del tutto analoga (!), 
al caso che i numeri positivi €, siano costantemente crescenti e 


con limite superiore finito.] sE 


(!) V. CrsAro, Analisi algebrica, p. 126-127. . ” 





CAPITOLO SETTIMO 


I prodotti infiniti. 


176. Un secondo algoritmo, atto alla ricerca del limite 
di una data successione, e che offre non poca analogia 
con quello delle serie, è dato dai prodotti infiniti. 
“ Se dalla data successione di numeri 


(1) dog Qi Ugo 
» Si ricava la nuova successione 


8) 
(2) 3 Ta LS, 186 DIGO) pe gole 
» facendo 
PIO ZAN ERESIA ZOO 


» ll procedimento di calcolo, con cui dalla (1) si passa 
» alla (2), è detto prodotto infinito. ,, 

Questo procedimento è indefinito e consta di un nu- 
mero illimitato di moltiplicazioni. Si escluderà sempre 
che qualcuno degli elementi a,, possa avere il valore zero. 

I numeri a,, a;, 4,,... si dicono fattori del prodotto 
, infinito; i prodotti P,, P,, P.,... se ne dicono i prodotti 
parziali. 

Se la successione (2) dei numeri Pi, Pi) P,, am- 
mette un limite P, finito e differente da zero, il prodotto 
infinito dicesi convergente, e codesto limite P vien detto 
valore del prodotto stesso. 


de”. è 
ue 
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Se la successione (2) tende sia a zero, sia all'infinito, 
il prodotto infinito si dice divergente. 

Se la successione (2) non ha limite nè finito, nè nullo, 
nè infinito, il prodotto infinito si dice indeterminato. 

Il prodotto infinito si denota facendo precedere il 
fattore generale a, dal segno II, o segno di prodotto; 
così l'algoritmo con cui da (1) si passa alla successione (2) 
si indicherà con 


(3) DS 
n—=0 


x 


Quando il prodotto infinito è convergente, il medesimo 
simbolo (3) serve anche a rappresentare il valore P del 
prodotto stesso; in tale caso si scrive: 


Qualunque ricerca di limite di una successione 


CASCIO NC CA) 
si può ricondurre al calcolo del valore di un prodotto infinito, 
purchè nella successione non vi siano elementi nulli. Infatti, 
c,, è il prodotto parziale d’indice n nella successione (2) dedotta 
dai fattori 

FAC ln 
Co) 05) cy geo GA 





177. Esempî. a) Il prodotto infinito 
TI (n+ 1)? 
ann +2) 

è convergente ed ha per valore 2. Infatti 


4,4. (n+1D(n4-1) __2(n41) 
+4.:3.5.... n(n+2) “© n42 








N 


il cui limite per n = 00 è 2. 







a 


RURA, 
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b) I prodotti 


(e.©) 


CT 
Ae 


presa to==2d 


sono divergenti, poichè il prodotto parziale P, è, per essi, 
rispettivamente 


1.2.3... n, 


1 
OLTRE 


che tende rispettivamente all'infinito e a zero. 
c) Il prodotto 





n(n+ 2) 


TI (— 1)°(n +1)? 


è indeterminato; infatti 
MEC) 


Pacial PRTEpIOE, 


cioè la successione (2) ha i due punti limiti 4-2. 

178. Come sulle serie, i problemi essenziali che si 
possono proporre sui prodotti infiniti sono due: dato un 
prodotto infinito, riconoscerne la convergenza; ricono- 
sciuta la convergenza, trovarne il valore. Per rispondere 
alla seconda domanda, non si hanno metodi generali; per 
la prima, esistono dei criterî di convergenza di. 
cui daremo ora il più generale. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè la (2) 
abbia limite è, come sappiamo, che preso e piccolo a pia- 
cere, esista un n tale che per n >n e per qualunque 7, 
sia ($$ 133, 139) 

E n ae alii 
Sostituendo a P,, P,,, le loro espressioni in forma di 
prodotto, la condizione precedente si scrive: 


|Gd Age A {PA Arp Ang LE 


7 Pei PASCAGA 0° - | mura RR Ren e RT 
et AMI ie 
‘ | w" v , al » 
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Ora, se il prodotto è convergente, 4,4; ...@, deve man- 
‘tenersi, in valore assoluto, superiore ad un numero posi- 
tivo m; onde sarà 


e 
(4) SAT SAT A a Dica Do 


cioè piccolo a piacere. 
Reciprocamente, preso e piccolo a piacere, si abbia 


un » tale che per n>n e per qualunque valore di r sia 
» 


| An 414n4-9 deo An4-r perio 1 | LS E n 


Preso allora dapprima un e,<1, si avrà un n, tale che 
per p>n, e per ogni m>p 


(5) | Cp410p42 0 Um — 1|<&1) 
onde 
CIR A I e A 


Si prenda ora e piccolo a piacere; si avrà un n, tale 
che per n>n, e per ogni 7, sia 


E 


| dn 410n 40 0 ner PIZZE: 
1 


e quindi, supposto n > p, il che è sempre lecito, 


h, | Up414p+9 Aa Ant  dp4+10p4-9 000 An | CIS 


Questa disuguaglianza dimostra ($$ 133, 139) che la suc- 
cessione 


Ap+1, Ap+104p+2e. Ap+104p+2 200 An gesso 
ha un limite L, e quindi la successione 
Ag43dg CI] A,An41 ’ A 449 000 Aox14p4-9 Ale are AAA d0ò6 (0/79 3 hola 


ha il limite 4a, ... a,L. 
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Inoltre il limite precedente non è zero, poichè dalla (5) 

risulta 
| dpy10p43 Um | >1—- 81; 

qualunque sia m. 

Si è così dimostrato che “ condizione necessaria e 
» Sufficiente affinchè un prodotto infinito sia convergente, 
» Si è che preso e piccolo a piacere, esista un n corri- 
, spondente, tale che per ogni n>n ed ogni », sia 


* 


(6) | 1 An+10n+2 0. An+r | LIT 


179. Che la condizione (6) sia soddisfatta per un r 
fisso, è necessario, ma non sufficiente alla convergenza 
del prodotto infinito. Così è necessario che sia, in parti- 


colare, per ogni n> n, 


| 1 — Gn4i | <<to4 
ciò che equivale a 


(7) luna -st==zh 
nNnE=00 

Nei prodotti infiniti convergenti è dunque necessario 
che il termine generale tenda all’ unità, ma questa con- 
dizione può essere verificata anche in prodotti divergenti. 
Nei prodotti che si consiGereranno si supporrà sempre 
soddisfatta la (7), e conformemente all’uso, scriveremò il 
fattore generale nella forma 


- a,=l14-b5, 
con 
Jtd AZZ 
N00 
È chiaro che nello studio della convergenza o diver- 
genza di un prodotto infinito, si può fare astrazione dai 
primi m fattori, qualunque sia il valore finito di m; la 


e I 
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presenza di un numero finito di fattori non può infatti 
influire sulla convergenza stessa. 
Considerando il prodotto infinito 


(8) IL, — An+14n+2An+83 «00 An+p «»*) 


questo è dunque convergente se lo è II a,; inoltre, am- 
messa la convergenza e preso e piccolo a piacere, si può 
fare n» tanto grande che sia 


(9) \1-I|<8; 


infatti, per n, p abbastanza grandi si ha 


E E 
[Ha — Qn414n 42 + Qn4p | < 9) |1_-@n410n420Un4p | < 9? 


da cui risulta subito la (9). 

Il prodotto II, è, nello studio dei prodotti infiniti, 
l’analogo del resto nelle serie. 

180. Consideriamo dapprima un prodotto infinito 


(10) II(1+5,) 

n= 
in cui la successione 0,, d,,... 0,,,.. sia formata da numeri 
positivi. 


a) La successione (2) è, sotto tale ipotesi, formata 
da numeri positivi crescenti ed è quindi regolare; perciò 
“ il prodotto infinito ($ 131) è convergente se la succes- 
» Sione (2) è limitata superiormente, divergente e non 
» tendente a zero nel caso contrario. ,, 

b) “ Sia convergente la serie X5,. Il prodotto infi- 
» Dito è allora convergente. ,, 

Infatti, si può determinare un n tale che per n= n sia 


(11) Det depa + sio al. 


ENTIRE JAP i SE RE MRI RO, ae go CR A DRATNI, SCI gli Tolo) 
x £ È N A 
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poichè la serie Xd, è convergente. Ma, siccome si può 
astrarre, per lo studio della convergenza, dai primi ter- 
mini della serie e corrispondentemente dai primi n fattori 
del prodotto infinito, possiamo supporre la (11) soddi- 
sfatta anche per n= 1; sia dunque 


effet ia ng 


Si ha di conseguenza db, <1,b,<1,... e quindi ($.149, a) 








1 
las: = e db, ta bi + 0003 

onde 

ELIA 
Così 

1+0,< lib) 
da cui 

(1+0,)1+0,)< : << : 
i 2 1—(0,+0b,) +05, 1—- (06, +5) 
Analogamente | 
1 


(1+d,)(1+0,)...(1+d)) < 





— (bi +0, +.. ERO RO 


e quindi la successione dei prodotti parziali è limitata 
superiormente. Inoltre, le P, essendo diverse da zero, il 
lim P, non può essere nullo. La convergenza del prodotto 
è così dimostrata. 
c) “ Reciprocamente, se il prodotto II(1+-5,) è con- 
n Vergente, è pure tale la serie Xb,. , 
Infatti, eseguendo il prodotto 


P,=(1+5,))(1-+0d,)..(1+d,), 
sì ottiene lo sviluppo 


Pi Abd oa 
di BRE E bibi 


LEO) 


RITIRO TO, DETTO IONI PET MO FR ui gri DE 
I L ° . 4 È ] è ' T 
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che si può anche scrivere 


(12) P,=1+0,+b;(1+05,)+0,(1+05,+05,+0,0,))+.. 
x b,(14+- D+. + D+. +0jb dr) 


Quando n cresce indefinitamente, questo sviluppo dà luogo 
ad una serie $, convergente poichè è convergente il pro- 
dotto infinito e quindi poichè P, ammette un limite. Ma i 
termini della serie Xd, fanno parte dei termini della serie $, 
a termini positivi, onde ($ 156, 0) anche Yb,, è convergente. 

181. Dal c) del paragrafo precedente si deduce un me- 
todo per trasformare in una serie un prodotto infinito dato. 
Poniamo, dato un qualunque prodotto infinito Il(1 + d,): 


(13) dl; 9GEda3 9r= dI + I) 
In d,.(I0 agito GI: 


il prodotto infinito sì trasforma nella serie Xg,. Ciò signi- 
fica che il prodotto parziale n° dell'uno è uguale alla 
somma n” parziale dell’ altra; 

P CL 

H(1 +d,) = Sgr; 

n=1 n=0 
l’ultima sommatoria non è altro, infatti, che il secondo 
membro della (12). Il prodotto è dunque convergente se 
la serie (10) è convergente ed ha somma diversa da zero, 
e reciprocamente. La serie Yg, si dice la trasformata del 
prodotto infinito. 

Le medesime relazioni (13) fra le d, e le 9g, servono 

facilmente a trasformare, volendo, una serie in prodotto 
infinito. 


In relazione con questa trasformazione, si noti che la con- 
dizione necessaria e sufficiente di convergenza (6) equivale a 


O pa LZ POOR al 0 PDA ug IA PIGRI Re Pi mol! POIROT PAGAOAI 0 


— 184 — 


182. Dato il prodotto infinito (10) convergente, di 
valore P, in cui le 5, sono numeri positivi, si formi un 
nuovo prodotto prendendo i fattori di (4) in ordine arbi- 
trario, ma in modo che in esso figurino tutti, ciascuno 
una sola volta; sia 


(14) I(1+d,,). 


il prodotto così formato. Dico che il prodotto (14) è esso 
pure convergente, ed ha per valore P. 

Infatti, il valore P di (10) è il limite di P,, che può 
venire espresso dal secondo membro di (12); P è dunque 
la somma della serie 

9g, =14-b DX LL0) E a 
n=0 
formata da termini tutti positivi. Il valore del prodotto (14) 
è il limite della somma, analoga a P,, formata colla suc- 


cessione dr,, Dr,,... cioè è la somma della serie 
(15) 1+Db,, +drg(1+Dr,) +dr3(14+ dr) +dr93 +0r0r9) +... 


Ma questa non differisce dalla £g, se non per l'ordine 


dei suoi termini, poichè ogni prodotto d,,0;, ... dr, si trova 


P 
nell’una e nell’ altra; onde ($ 155) la sua somma è P, e 
tale è quindi il valore del prodotto (14). 

Il valore di un prodotto infinito (10), in cui le d, sono 
positive, non si altera dunque se si muta arbitrariamente 
l’ordine dei fattori. Si può quindi dire che a tali pro- 
dotti (10) convergenti si estende la proprietà commuta- 
tiva della moltiplicazione. 

183. Un prodotto infinito II (1-+-5,) si dice assoluta- 
mente convergente quando sia convergente assolutamente 


la serie Xb,. 


i 


i 
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“ Ogni prodotto infinito assolutamente convergente, 
, è convergente. ,, 
A dimostrare ciò, basterà di provars che, se X|d,| è 


convergente, è soddisfatta la condizione (6). Ora, essendo 
convergente X |b,|, è convergente ($ 180, d) la serie 


(16) 14-[0,] +-/53](14-[0,)) +]03[(1+-[0,1+[5,[+|0,b;) +. 
Ma l’espressione che figura in (6), 


|(A1+ Dn )(1+ dn po) (d1+ 0,4) — 1|, 


sviluppata che sia, è minore o al più uguale alla somma 
dei moduli dei suoi termini 


Imp | + |Onpa| tot |DopaDapa | + + [DopaDnto e Dore; 


ora questa è contenuta nel resto della serie (16), e per- 
tanto si può rendere arbitrariamente piccola. 

194. “ In un prodotto infinito assolutamente conver- 
» gente, II(1+d,), si può mutare come si vuole l’ ordine 
» dei fattori senza alterarne il valore. ,, 

Infatti la serie (15), trasformata del prodotto infinito, 
è assolutamente e quindi ($ 157, 5) incondizionatamente 
convergente, ed il prodotto infinito ottenuto alterando 
l’ordine dei fattori 14 5, ha per trasformata una serie 
ottenuta alterando l’ ordine dei termini che compongono 
la (15). 

Aiprodottiinfiniti assolutamente convergenti si estende 
dunque la proprietà commutativa della moltiplicazione. 

185. Siano 


IL(1 +d,), IL (i + Cn) 
1 1 


prete 


Ei e SRO SULA EROS IRINA CMV ARCA, 0012, AN RI VARIA IE DIVO 
sii { x a ‘ TA 4% LTT À » III pr. [ei Ai É 
“ » Fl I à x Y 


j 
3 ; i 


Le 186,2 : 


due prodotti infiniti convergenti, e P, P’' i loro rispettivi 
valori. Posto 


P,=(14-b,)(1+5,)...(1+0,), P,,/=(1+c))(1+c3)...(1+cCn), 
P,'=(1+b,)(1+c,)(1+d,)(1+c,)...(1+bn)(1+cCn), 


ne risulta ($ 141) 


Ie ARA IMMESSA e 
n=00 NE=00 N00 
Ora, il fatto che P,'” ammette un limite finito e di- 
verso da zero PP’, ci esprime appunto che il prodotto 
infinito 


ILA +b,)1+c,) 
1 


è convergente ed ha per valore PP”. “ Il prodotto di due 
» prodotti infiniti convergenti è dunque dato dal prodotto 
» infinito, pure convergente, che si ottiene moltiplicandoli 
» fattore a fattore. ,, (!) 


(1) Un criterio di convergenza peri prodotti infiniti non assolu- 
tamente convergenti si darà al Capit. XV. Per una teoria più estesa 
dei prodotti infiniti, il lettore può vedere PrIincsHEIM, Mathem. Ann., 
T. 38 (1889); BortoLortI, Rendic. del Circolo matematico di Palermo, 
TT. 13 (1904); TANNERY, Introduction à la théorie des fonctions d’ une va- 
riable, Ch. III. Paris, 1904. 


nt i Ra 


CAPITOLO OTTAVO 


Le frazioni continue. 


+ 


A - TEORIA FORMALE. 


L'algoritmo delle serie ha avuto per oggetto, data la succes- 
sione (a,), ossia 
IRA TOT, RON PRO 


Jo studio della nuova successione ($,) definita da 
Sn = Sn +4 (=1,2,3,..); 


quello dei prodotti infiniti ha avuto per oggetto, data pure la 
prima successione, lo studio della nuova successione (P,) defi- 


nita da 
VEL gn NI ACI SIOE TIA € Vani È SFIGA ANTO 


. Le equazioni precedenti, che legano $, ad S,_;, PL a P,1 0 
i che quindi servono a calcolare di mano in mano gli elementi 
successivi dell’una e dell’altra rispettivamente, diconsi equa- 
zioni ricorrenti. È da notare che esse valgono anche per il 
valore dell'indice n—=0, se si conviene di fate rispettivamente 


N AA 0 I SUE ire 


Nel presente capitolo si studierà, nella sua parte più ele 
mentare, la teoria di un terzo algoritmo, definito da un’ equazione 
ricorrente un pò meno semplice delle precedenti, al quale si 
dà il nome di frazione continua, e che ha importanza ed 
applicazioni notevoli. 
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186. Data la successione di numeri, differenti da zero: 
(1) 4, Udo, (07 po An 300%, 


si consideri una nuova successione 


@) VE ARE ENTRO 


i cui elementi siano legati dalla relazione, od equazione 
ricorrente (1): 


è 


(8) DEDE ST 


Alla successione (2) si dà il nome di successione ricor- 
rente definita dall’ equazione (3), o soddisfacente all’ equa- 
zione stessa. 

Dati due elementi consecutivi X,, X,.,., qualsivogliano, 
questi determinano, in modo unico, tutti i successivi. In 
particolare, se si fissano valori arbitrarì per X_,, 4, la 
relazione (3) si può applicare da n= 1 in avanti, e risul- 
tano univocamente determinati X,, X,, X},.. I valori — 
che, come si è detto, si possono attribuire ad X_, ed X, 
in modo del tutto arbitrario — si diranno valori iniziali 
nella successione ricorrente (2). 


Come esempio, si consideri il caso in cui tutte le a, siano 
uguali all'unità. L'equazione (3) si riduce allora a 


ANSA AA RI 


cioè ogni elemento della successione (2) è la somma dei due 
precedenti. 


(1) L'equazione (3), in cui un elemento dipende dai due prece- 
denti, dicesi d? second’ ordine, mentre si dicono equazioni ricorrenti del 
prim’ ordine quelle delle successioni $, delle serie o P, dei prodotti 
infiniti, in cui un elemento dipende solo dal precedente. 
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Facendo i valori iniziali X_,=0, X,=1, i valori di X,, 
DISSI Ars BIO 1 


RIE :0r Sn OTO BADA RO. 


Questa successione è detta di Pisowacct. (3) 

187. a) © Se X_,, X,,1 Xi; X,5., è una successione ri- 
d corrente soddisfacente all’ equazione (3), ogni successione 
» di numeri proporzionali 


IST X 


» è del pari una successione soddisfacente all’ equazione 
n Stessa. , 

b) “ Se (X,,),(Y,,) sono due successioni soddisfacenti 

» alla equazione (8), ogni successione (kKX, + %’Y,), dove 

n £ e Kk' sono numeri costanti — indipendenti da n — - 

» Soddisfa pure alla medesima equazione. ,, 

La verificazione di queste proposizioni è immediata. 

c) “ Se due successioni X,, Y,, soddisfacenti alla (3) 

» sono tali che per due coppie d’elementi consecutivi 


Aeg lasproporzione 


» Sarà per ogni valore dell’indice 
DE 


» dove X è un numero indipendente dall’indice n. , 
Sia infatti % il valore comune dei rapporti X,:Y,, 
X,4,: Y,4+1} Verrà, sostituendo nella (3) in cui si è fatto 


na=fr+2: 
A ka paYnti erbe RI o, 


(1) Leonardo Frsonaccr, pisano, visse sul principio del XIII secolo. 
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e quindi X,: Y,+, ha il medesimo valore %; analoga- 
mente si dimostra per X,,4;:Y,,, ecc. Facendo invece, 


nella (3), n= + 1, viene 


kY,. if ka, Y.+ X;, 
ma 


Le 


icone E; 


OLde gn Air, Prot O NCOSLEPET e IO IE 
dunque X, =%XY, per ogni valore dell’ indice. 

188. a) Una successione ricorrente soddisfacente alla 
equazione (3) dicesi spesso soluzione di quella equazione. 
L'equazione (3) ammette dunque infinite soluzioni; ognuna 
di esse è univocamente determinata dai valori di due 
elementi consecutivi della successione stessa, valori che 
sì possono prendere ad arbitrio. 

b) Due soluzioni X,, Y, della (3), tali che non sia 
X,=kKkY,, sì dicono indipendenti. 

Per il $ 187, c), condizione necessaria e sufficiente 
perchè due soluzioni di (3) siano indipendenti, è che 
non siano proporzionali i rispettivi valori iniziali X_,, 
de Lia La: 

c) Fra le soluzioni di (3), diremo (P,) quella suc- 
cessione. determinata da P_,=0, P,=1, e (Q,) quella 
determinata da Q_,=1, Q,=0. Esse sono evidentemente 
.fra loro indipendenti. 

Ogni altra soluzione data (X,) di (3) è tale che ogni 
suo elemento può scriversi nella forma t 


LI 


(4) hP,+kQ,, (n=—1,0, 1, 2,.) 


essendo A e % costanti (indipendenti da n). Infatti dap- 
prima, dalla forma (4), si vede ($ 187, b) che essa dà una 
soluzione di (3). Ora si faccia nella (4), n=—1,n=0; 
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si ottengono i valori iniziali della successione (4), uguali 
rispettivamente a X ed 4A; basta dunque prendere per & 
ed A i valori iniziali di X,, i quali, come sappiamo ($ 186) 
determinano la successione, perchè la (4) rappresenti ap- 
punto la successione ricorrente X, data. 

189. a) Le P,,, Q,, sono completamente determinate; 
esse sono funzioni razionali intere delle a,, @,,...a, ed il 
loro calcolo si eseguisce senza difficoltà mediante la rela- 
zione ricorrente. Si trova così 


\ de OR pi li fiat ARA lite RT POESIE RR pranred11E10 ING IOSSI RA e I ORO 


(5) 
| Q_,=1,Q,=0, Q=1, Q=a,, Q=a,4,+1,... 
b) Dalla relazione (3) cui soddisfano P, e Q,, cioè da 
(6) Tag 1° altre: gigi 955 — A, LO IZIO Ap QQ, 


si deduce, moltiplicando la prima per @,_;,, la seconda 
per P,-, e sottraendo: 


(7) ie hei Sr, QI — 7 CRE CS Ca par QUE ESS) . 


Questa relazione dimostra che, variando l'indice n di una 
unità, nella differenza 


4 ‘Bs (2745 ra) AI 


< 


cambia solo il segno; ma i valori iniziali danno 
Pa QP_y=1, 
onde segue immediatamente, dalla (7): 


(8) ‘RA lt TIE QUPICI _ (— be 


c) Consideriamo la successione delle espressioni fra» 


zionarie 
dai P Tg 


not) 2 e 
(9) di ar ar 
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Si ha identicamente 


ord de isa 
Qn ini Qi Qg Qi DAR Shi AE SE CO i 


Applicando la (8), ne viene 





OR 1 1 (1 


Q, — A, + Q4, = QQ; An ETRE): 





P, IRE 
Le Q sono dunque le somme parziali ($ 147) della 


serie 

O (— AU) 
11 UAN I 
gio +4 Gai 


190. Se formiamo i primi elementi della successione (9) 
giovandoci delle espressioni delle P,, P.,... e delle Q,, Q,,... 
date dalla (5), avremo 


9) P, di, RS __ 4 +1 Pi, __ 4903 +4; + 43 
Qi 1’. Q PISTA AT azAa3 +1 





2 


Queste espressioni ci conducono ad un algoritmo, 
detto di frazione continua, il quale consiste appunto, data 
la successione 


(1) A, , Ag 300. An, 30003 
a dedurne la nuova successione 
Tr a 


Ag t- Urra pesi 
2 Ag 2 Ure 1 


1 
(12) d,;} A, t a.) a, + 
2 
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Gli elementi a,, 4,,... 4,,... di (1) si dicono i quozienti 
incompleti della frazione continua; ridotte della frazione 
continua sono le espressioni frazionarie che costituiscono 
la successione (12). 

Vogliamo ora mostrare come “ indicando con 7, la 
» ridotta n", si abbia i 


Ciò si è già verificato per i valori n= 1, 2, 3. Suppo- 
niamo la verificazione fatta fino all'indice n — 1; sarà, 


Li Vailr nz bas iS 3 ga 


(EE NE An] AZIO sa” (WS î 








Tre 


Ma si passa da r,_; a 7, cambiando a,_, in 


1 
An} ate a. ’ 
n 
onde sarà 
1 
(0, BA a. Loss ch pla 
n 
stro 
1 
(CS = ped a. (ARR 2% GE, 
n 
ossia: 


VI Di SA SP i pd ESA Dea AIR ii ge 








fp a sl 
n IR ne ao Tui (IPR5S ch e, (079) ml mu PIIELESE 
o, per le (6), Pi 
Ò i i ni, 
RON 
on 


la proposizione è quindi dimostrata in generale. 

Se dunque mediante la successiong (1) si forma la fra- 
zione continua, i numeratori e denominatori delle ridotte danno, 
colla loro successione, le due soluzioni dell'equazione (3) che 
abbiamo indicate con P, e @,, cioè quelle i cui valori iniziali 


13 
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per n= — 1, n=0 sono rispettivamente 0, 1 ed 1, 0. Potremo 
anche, alla successione (9) o (12) delle ridotte, fare precedere le 


0 1 
IATA DAI 


le quali, ben inteso, hanno un significato puramente formale. 
191. La frazione continua generata dalla successione (1) 


si suole rappresentare con 
SI 

(13) a, + 
A, + 


Si usa anche la notazione abbreviata 
(14) (RO Uro 
o anche l’altra, introdotta più di recente: 


1 i vl 
(15) Ii less a 
dg ta Ag TH eo + Ha, wA- ceo 


L'algoritmo di frazione .continua si definisce anche 


partendo da due successioni 


DB RI 


(16) 1) 


CA do, Ug ze. A 0003 
esso consiste nel dedurre, da queste, la nuova successione 
db, d, 


b 
17) a aid Ure DIOCESI a 
(17) a,, 4 PRICE DEO 1 b, ) 


2 
dg + — RS Sn sE PEN 
2 2 

Ud, dig A55) Bia 





Però questo caso si può ricondurre al precedente senza 
difficoltà; basta notare che la (17) non differisce dalla 
successione (12), quando alla (1) si sostituisca: 


SONIA ADD, Dpr FO RI 
bid o, a O A 





di; 
2 
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È 

La frazione continua definita dalle successioni (12) | È 

si suole designare con 3 

b, 3 

Aa, + 5 , bo 

Ag + 2 bi) 

dz, + +. “ 

o con i 

e. 

db, bd. Db, È. 
i VERI e CO IO LN SDERBNE i IL 

3 n 

o anche con ; 

db, d, db; O 3h 


. Queste notazioni, come pure le (13), (14) e (15), non rappre- 
sentano, ben inteso, per ora alcun numero: esse servono solo a 
ricordare il determinato progedimento di calcolo, con cui dalla (1) 
si passa alla successione (12), o dalle (16) alla successione (17). 


B - CONVERGENZA DELLE FRAZIONI CONTINUE. 


192. Data una successione 
(1) Ad 3 Ao, dg e Se A, 300. 


abbiamo veduto come se ne deduca mediante l’ algoritmo 
della frazione continua, la nuova successione 


POT PRI 








0) Qi I MEI 
Pi 0, P, Ga, +1 P, _ @44,@43+04,+4; 
Qi. Quero Qg E azaz + 1 E 


o successione delle ridotte; come si è avvertito, 
le due prime hanno il solo effetto di determinare, come 
i... valori iniziali, le successioni ricorrenti P,, e. Q,. 





é ‘ . n h 
i dda EA si pi “pg TT a Ù, del i di d ’ bi È i £ èiv'a DA 
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Come di solito, la successione (9) può avere limite sia 
finito, sia infinito, o può non essere regolare. Nel primo 
caso, si dice che la frazione continua è convergente, 
ed il limite della successione (9) prende il nome di valore 
della frazione continua. Nel secondo caso, la frazione con- 
tinua dicesi divergente; nel terzo, indeterminata. 

Nel primo caso, cioè. quando Ja frazione continua è conver- 
gente, la notazione (13) oppure le (14) e (15) del paragrafo pre- 
cedente serviranno, non solo a- ricordare la genesi dell’ algoritmo, 


ma anche a designare il valore della frazione continua. Se 
dunque g è il limite della successione (9), si scriverà 


1 


oa, + AIDS VIRA ea CI NI I 


1 
dg "sha di 


nità 
Q, 


non è altro ($ 189) che la somma parziale nsima. della 


Poichè l’ elemento generale della successione (9) 


serie (11), così la frazione continua sarà convergente se 
lo è la serie (11), ed il suo valore sarà la somma della 
detta serie; la frazione continua sarà pure divergente se 
è divergente la serie, indeterminata se è indeterminata 
la serie. | 

195. I limiti del nostro corso non ci permettono di 
studiare l'algoritmo delle frazioni continue nel caso ge- 
nerale, in cui le a, siano numeri qualunque. Ci limite- 
remo ad un caso notevole, che ha speciale importanza 
nelle applicazioni: quello in cui i numeri a, sono tutti 
positivi e non minori dell’ unità. 

In tale caso, i numeri P,., Q,, sono essi pure positivi; 
sono inoltre crescenti in forza delle relazioni (6), e ten- 
dono evidentemente all’infinito. Pertanto la serie (11) ha 
i termini alternativamente positivi e negativi, decrescenti 








(1) 
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e tendenti a zero; essa è dunque ($ 169) convergente, e 
quindi è tale anche la frazione continua. Si ha dunque il 


Teorema. “ Ogni frazione continua 


il 
(18) a, + 


dg + 


1 
dr +. 


nl Cui quozienti incompleti’ a,, 4}, 4;.... Sono numeri 
» positivi non minori dell’ unità, è convergente. Il suo 
» Valore è dato dalla somma della serie, a termini alter- 


» nativamente positivi e negativi, 


E 
RAMO AGI A 


;,, dove le Q, sono i denominatori delle ridotte. ,, 


In particolare, è ‘convergente ogni frazione continua a quo- 
zienti incompleti interi positivi. Così è convergente la frazione 
continua 


in cui 1 numeratori e denominatori delle ridotte danno la suc- 
cessione di FIBONACCI: rispettivamente 


FS VOR I Sa RNA AI O 


194. a) Sia una frazione continua (a,, 4,,...) dove le 
a, sono positive e non minori d’uno ('); sia o il valore 
della frazione continua. La differenza 


(19) tano 


l) D'ora in avanti ci si atterrà sempre a questa ipotesi, 
p 








| — 193 — | 
è l’errore che si commette sostituendo, al valore della. 
frazione continua, la ridotta n"; essa coincide col resto 
($ 153) della serie (11). Il numeratore PR, si dice talvolta 


resto della frazione continua. 
b) Si ha ($ 198) 


PA (@-L) | (È 2) 
od @, Ton car oclens 


e quindi anche 





OT 


a E (— ie (— dr 
Qa dat P 99 Qi sha Qi Er 


Ne viene (cfr. $ 169) 


onde 


| 


PRer 1 1 
PS, 


COSI 








n 


: : } 15; 
ossia “ 1’ errore che si commette sostituendo la ridotta —+- 


A, 
» al valore p della frazione continua, è inferiore all’ inversa 
» del quadrato del denominatore della ridotta stessa. , 
c) Da (19) si ha: 
R, = P.,- 0 


e quindi , è pure ($ 187, 0) una soluzione dell’ equazione 
ricorrente (3). Questa soluzione gode della proprietà che 


R 
lim==0); 


II TZ dn 


di più, non esiste una soluzione X,, indipendente da /,, 
che goda di questa proprietà. Se infatti X, è soluzione 
di (2), si può sempre porre ($ 188, c) | 


X,= aP, + 5%; 














sia ora 
De 
lim <=" —0 
ne viene / 
de; 
lim (è + o) — 0 
onde 
bist) des d 
aop+b=0, p=—-,;. 
Pertanto è 
X,=a(P,—pQ,)=ah,, 
cioè non indipendente ($ 188, 5) da RP... 
195. Le frazioni continue. 
1 1 
(20) pr =@, + 1 pipa Cesira Ti E 
A3 + a, urtare 
a, + - da. + 
1 
On a Ans, un LE ET 
Anyg + FIA E R 


- 


sono convergenti al: pari della (18). Esse si dicono quo- 
zienti completi della frazione continua data (18), e si ha 


I quozienti completi si possono esprimere facilmente me- . 
diante i resti £,. Infatti, la frazione continua p risulta, 


Lei a È È bi 
da mediante il cambiamento di a,,,, 
nA1 


in f,; perciò sarà 


Svidentemfente da 


ha Dia Bra gati 





p 


RO DETTI ARPA: sa 
donde r 
(21) i Oh ari 00, PIE Era edi 0 





da cui risulta 


(22) 


I quozienti completi verificano manifestamente la rela- 
zione ricorrente: 


(23) Pr9n41 = In419n41 + 1. 


196. a) Dal $ 189 risulta 


























Lin tenzE 1 i ST SE VOSTRO a UNI 
i RA (do ala i AME, Aa Qiraz Wes ‘ 
Ne viene ; 
0 RIA, Der E ALESA Qi . 
e 
Leti AE ie Na a AE 1 sei 1 
Recs ri AAA APaca: Qono Qen3 
Ma poichè è 
(I ta AA 3 (A PISBST 
ne verrà 
Bo Pigi: Va bat pes 0 ig da = 0 
i SEA i 


ALI Qui 


cioè “ le ridotte d’indice pari vanno decrescendo, quelle. . 
» d’indice dispari vanno crescendo. ,, 

Ma poichè @Q, tende all'infinito con n, la differenza 
fra due ridotte consecutive tende a zero. Perciò: 

“ Le ridotte d’indice pari e le ridotte d’indice dispari 
, danno una coppia di successioni convergenti; il loro 
limite comune p — limite inferiore per le prime e limite 
superiore per le seconde — è appunto il valore della 


frazione continua. ,, 


È 


> È ù s DI FORZA © 
4 4 » ae. e » 
colza «è a 4 Pa “ a #% Rab Pe Na A (a, 
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b) Il valore po della frazione continua è dunque 
compreso fra due ridotte consecutive, 


cop n tai nH1 
Q, : Qa 





i % 1 I 
e differisce da ognuna di queste per meno di Dal ki 
258 Qik Qa 


Inoltre, si ha da (21), poichè è gp, > 1: 


| ken a dd, | - | 14088 Ig Db, 





: E È i, A a 
Dividendo il primo membro per @,, il secondo per @Q,_,, 
la disuguaglianza varrà a fortiori per essere Q, > @,_,; 


onde 








la-el<lazie 
past “1 OSS ) 
e quindi “ di due ridotte consecutive, è più vicina al va- 
» lore della frazione continua quella d’indice maggiore. ,, 

197. Fra le frazioni continue da noi considerate dal 
$ 193 in avanti, si trovano quelle, di uso assai frequente, 
i cui quozienti incompleti sono numeri interi positivi e 
che, per brevità, diremo frazioni continue aritmetiche. 

a) “ Ogni frazione continua aritmetica è conver- 
» gente. , 

b) “ Nelle frazioni continue aritmetiche, i nume- 
ratori P,, ed i denominatori @, delle ridotte sono tutti 
s numeri interi positivi. ,, 

c) “ I due termini P,,, @, di una stessa ridotta sono 


, numeri primi fra loro. ,, Infatti, da 


AR aera (PIT ZIOTA it È 
risulta che P,, e Q, non possono avere fattori comuni. 


Ogni ridotta si presenta dunque in forma di frazione irri- 


ducibile. 








en LENTI, 


Lu 
ha ta 


























| tr è prote pr 
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d) “ Ogni ridotta si avvicina al valore della fra- St 
» zione continua più di qualunque frazione ordinaria a de 
» termini minori. , Infatti, sia 7 una frazione a termini Ù 
interi, più prossima al valore p della frazione continua ta 
di quanto sia ye quindi.anche. più. prossima,di! = 
(ATER (0)6 i È 
Ne risulterà: e sn 
5 Pa Pai +5 È 
= «—_ —_ dr Mer A cm ——- , di 
Qi Quei n è 
| PQn — ql | 1 ; ; 1 ; 
d Qnyi 
Ma questa disuguaglianza avendo luogo fra frazioni a 
termini interi, ne viene necessariamente g> @,4;. Ana- È 
logamente. tg 
q_ da | Qupi _ La DE 
pP Pea PROSA V34S ; 9 
onde similmente si conclude 
PI Puy. | 
198. Sia 0 un numero positivo, a, il massimo intero 
in esso contenuto. Se non è p=a,, sarà 4 
1 f. 
Set CEI ARR 
Pi 
dove è g, > 1; ne viene che 9, contiene un massimo in- 
tero a,, e se non è p,— 4, Sarà 
1 1 i 
0a si Roe DA 
2 ì Z 
similmente, si estragga il massimo intero contenuto in 93, i 
é # DI: 
s 
O “Ho 
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” 


e sia d,, e così via. In questo modo si giunge allo sviluppo 


(24) I piper 








L'operazione così indicata ha termine se, e soltanto 


se p è un numero razionale. Se infatti o=t le opera- 


zioni fatte sono quelle stesse che occorrono per la ricerca 
del massimo comun divisore fra p e g, le quali, come è 
noto, hanno termine; reciprocamente, se le operazioni 
hanno termine sarà, per un n conveniente, 0, = 0, e quindi 
o è razionale. 

Se l'operazione non ha termine, essa da luogo ad una 
frazione continua aritmetica e quindi convergente. Sia o 
il valore di questa frazione continua; c è compreso fra 


Pn. Pn i 1 
Ta aer Ti qualunque sia n. Ma dall'espressione (24) di 
n NY 





$ i 1 

risulta pure che esso è compreso fra a, ed a, + —, fra 
| % ds 

questo ed a, + ——_, ecc. Onde oc non differisce da 0; si 


d3 


dice pertanto che il procedimento indicato serve a svolgere 
il numero dato 9 in frazione continua, o anche che la fra- 


zione continua 
1 


dg + — 
Ag ty AL 





è lo sviluppo del numero 0. 
Da quanto precede risulta che “ è proprietà carat- 


. y beristica dei numeri irrazionali quella di dare luogo 
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» ad uno sviluppo in frazione continua aritmetica inde- 
no ALLEGARE | 
199. Lo sviluppp di un numero razionale in frazione 
continua (limitata) dà un metodo per la risoluzione in 
numeri interi dell'equazione di primo grado (già consi- 
derata al $ 30, 4°) 
ax+by=c, 


dove a, db, c sono numeri interi, a e d primi fra loro. 


. ì AA dice : ; ) 
Siano dapprima a e d positivi; se 5 Si svolge in frazione 


\ LEATORE a |, 
continua come è indicato al paragrafo precedente, PA 


l’ultima ridotta: essendo a la penultima, sarà 


aq-bp= "1, 
onde 
a(t cq) + b(4- cp) = c; 


+ cq, x cp danno dunque una soluzione dell’ equazione: 


. . A è f . 
avvertendo che va preso il segno superiore se 5 ridotta 


d’ordine pari, l’inferiore se è d’ordine dispari. Se a è po- 
a x : PAD ad, A 
sitivo e bd negativo, sia db = — d'; sl svolga g ID frazione 

continua, e sia 7 la penultima ridotta; la soluzione sarà 


. a x . . 
+ cq, © cp, col segno superiore se 3,0 ridotta d’ ordine 
pari, coll’inferiore se è d’ordine dispari. 
200. Come applicazione dello sviluppo in frazione 
continua di un numero irrazionale, si applichi l’algo- 


ritmo del $ 198 all’irrazionale 


ai 
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La (pr 
dove a è un numero intero. Il massimo intero contenuto ‘ } 
in p è a, onde: Ka: 

i I i È 
Pieri a 
1 | di 
dove La 
pace War a. A 
VI L'ala ‘A 
i 1 e | \ Ù DR 
Il massimo intero contenuto in p, è 2a, talchè: ra 
- ts 
1 x 
p=24+-, E° 
02 ra: 
dove e) 
il “I 
eee DI t 
E Ana pe 5 
onde si ha immediatamente lo sviluppo d 
E ; L » 
Vil+a' a + I È 
Li 2a “toa 1 LI 1a 
« O St da Po: 
Vo 
Abbiamo qui un esempio di frazione continua perio- 
dica, cioè i cui quozienti incompleti si riproducono da un Rai: 
dato posto in poi. Le frazioni continue periodiche formano 
l'oggetto di uno studio interessante, nei cui particolari 
non possiamo qui entrare; basti l’ osservazione seguente: 
Abbiasi dapprima una frazione continua periodica, in 
cui i quozienti incompleti si riproducano a partire dal | fi 
primo (periodica semplice) | 
Nereo di edo di dt) A 
si può scrivere 
1 
a; + 
P ag, tara) 
. + * 
(1 a ner x 
Li ta) 
A 
"aa 
A 
VA Ta 
d 
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LT ZON ER, 
e quindi, per la (21), si ha: % | 
(25) PT Pa BA =0. 


Il valore o della frazione continua è dunque radice 
di un’equazione di secondo grado (25) a coefficienti interi, 
e precisamente è la radice positiva dell’equazione: o è 
dunque un irrazionale quadratico. Sia poi una frazione 
continua periodica, ma in cui non si riproducono i primi p 
quozienti incompleti (frazione continua periodica mista): 


pa (Alani andra i Arp Ap 
si può scrivere, per la (21): 


Se PnPn + Po 
e0%p +1 


dove ©, è, per l'osservazione precedente, un irrazionale 
quadratico, e quindi lo è anche 9. Si conclude che “ ogni 
» frazione continua aritmetica periodica rappresenta un 


” 


» irrazionale quadratico. 








CAPITOLO NONO 


Generalità sulle funzioni. 


A - CORRISPONDENZA FRA AGGREGATI. 


201. Fra due aggregati A(a, a’, a”,...), B(6, db’, b%,...) in- 


tercede una corrispondenza, tutte le volte che assegnato 


* arbitrariamente un elemento in A, ne rimangono di con- 


seguenza fissati uno, o più, in B. Se, assegnato l’ elemento 
a in A, restano fissati in B gli elementi bd, 04, 0, 
questi si dicono corrispondenti di a nella data corrispon- 
denza. 

La corrispondenza è univoca se ad un elemento arbi- 
trario di A ne corrisponde uno solo in B; plurivoca nel 
caso contrario. 

Se la corrispondenza è tale che ad un elemento arbi- 
trario di 4 ne corrisponda uno, ed uno solo, in 5, e vice- 
versa ad un elemento arbitrario di B, uno ed uno solo 
in A, essa si dice diunivoca. 

_ Si possono immaginare modi o leggi svariatissime di cor- 
rispondenza. Eccone alcuni esempî: 

1) A e B siano entrambi l’aggregato dei numeri interi. 
Ad un numero n di A si può fare corrispondere in B la somma 
dei divisori di n; oppure il quadrato di n; oppure il numero 
dei numeri primi con n ed inferiori ad n». Si hanno così tre 
diverse corrispondenze fra numeri interi. 

2) Ad un numero reale a di A si faccia corrispondere in 
B il massimo intero E(x) contenuto in x. Si definisce così una 








sg 


ur 
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determinata corrispondenza fra l’aggregato dei numeri reali (A) 
e quello dei numeri interi. 

3) A e B siano entrambi l’aggregato dei numeri razio- 
nali. Il risultato di un insieme di somme, moltiplicazioni e divi. 
sioni eseguite su un numero razionale arbitrario x e su numeri 
razionali dati a, b,... (funzione razionale di «x, a, d,...) è 
pure un numero razionale che corrisponde ad x. È definita così 
una determinata corrispondenza fra A e 5. 

4) A sia l’insieme dei numeri complessi, B quello dei 
numeri reali positivi. È una determinata corrispondenza quella 
che ad un numero arbitrario x di A fa corrispondere in 2 il 
modulo di x. 

5) A sia l'insieme dei valori del tempo in un dato luogo 
fra le ore 12 e le 24; B sia l’insieme dei valori della pressione 
atmosferica, la quale sia andata gradatamente crescendo da 758 
a 764. Ad ogni elemento di A avrà corrisposto un elemento in, B: 
dall’osservazione simultanea dell’orologio e del barometro nasce 
quindi una corrispondenza fra i due aggregati. 

6) A può essere l’insieme dei numeri reali, B quello 
dei numeri positivi: una determinata corrispondenza fra A e B 
fa corrispondere, in B, ad ogni elemento di A il proprio qua- 
drato. 

7) A e B possono essere entrambi l'insieme dei numeri 
positivi; una determinata corrispondenza fa corrispondere ad 
ogni elemento di A il proprio quadrato. 

In tutti gli esempî qui dati, la corrispondenza è univoca, 
biunivoca solo negli es. 5 e 7. 


Dati r+ 1 aggregati: 
7 77, "WU “IERI Tana NA, 
Alan aia tt) A ARRONE 1) : 


intercede una corrispondenza fra B ed A,, A4,,... 4,, quando 
assegnati arbitrariamente » elementi, uno in 4,, uno in 
A.,..., uno in A,, rimane fissato di conseguenza un ele- 
mento ed uno solo in 8, (B corrisponde allora univo - 
camente ad A,, A4,,... 4,) o rimangono fissati più elementi . 


in B (B corrisponde plurivocamente). 
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8) Così, A,, 4, e B essendo tutti e tre l’aggregato dei 
numeri interi, ad ogni coppia di numeri a, di' 4//ed'a, di 4, 
corrisponde univocamente in B il massimo comun divisore, 0 il 
minimo multiplo, o la somma dei quadrati di a,, a,. 

9) A,;, 4, essendo l’aggregato dei numeri reali e B quello 
dei numeri complessi, ad ogni coppia di numeri a, di A, ed 
a, di A4,, corrisponde univocamente un elemento in B, avente 
a, come parte reale ed ia, come parte immaginaria. 

10) A, essendo l'insieme delle lunghezze ed A, delle aree, 
e B l’insieme dei volumi; ad ogni coppia di numeri a, di A,, 
a, di A, corrisponde univocamente un numero in B, come vo- 
lume del prisma che ha a, per base ed a, per altezza. 

202. Nell’algebra elementare, le lettere sono usate a rap- 
presentare numeri, i quali possono essere sia dati, sia inco- 
guniti. A questo punto conviene introdurre un terzo modo di 
considerare le lettere in quanto sono simboli di numeri: esse 
possono riguardarsi come rappresentanti numeri variabili (1), 
cioè suscettibili di assumere diversi valori in una data classe. 

“ Essendo A(a, d, c,..) un aggregato di numeri, una 
» lettera, che serva ad indicare genericamente un ele- 
» mento qualunque dell’aggregato, si dice variabile. ,, Sia 
x questa lettera: se la x può rappresentare un elemento 
di A scelto a piacere, essa si dice variabile indipendente ; è 
invece variabile dipendente se, da determinate condizioni, 
rimane fissato l'elemento di A che, volta a volta, essa 
deve rappresentare. 

Se x rappresenta prima l'elemento a, poi bd, poi c,... 
a, b, c,.. si dicono i successivi valori dati ad x; si dice 
ancora che x assume i valori a, b, c,... L’aggregato A 
si dice anche è# campo dei valori della variabile x. 


Ad esempio, se A è l’aggregato dei numeri reali e la let- 


(1) Si può dire che è statico il concetto della lettera rappresentante 
un numero determinato o da determinarsi, dinamico quello della lettera 
rappresentante un numero variabile. 


14 


# E. gir +’ su Did ili | WU A e RO a LA e SC bal ol O E 
Pi IR v% bi Ba ata VE, RSA: fai (ETTI 
Dai ser “ele: b 4 » “e 
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tera x rappresenta un numero reale scelto a piacere, essa è 
variabile (reale) indipendente. Se invece essa deve rappre- 
sentare il quadrato di una seconda variabile (reale) #, il suo va- 
lore dipende da quello di t; t è ora variabile indipendente, ed 
x è variabile dipendente da t; in questo caso, al valore 
2 di t corrisponde il valore 4 di x; al valore — 0,4 di t, il 
valore 0,16 di. w:;-si. dice..che a = 4 per t=2,. che x —=0;16 
per t= — 0,4. Se x è il massimo comun divisore di due numeri 
interi arbitrarî m ed n, m ed n sono variabili indipendenti nel- 
l’aggregato dei numeri interi; 2 è variabile dipendente da m 
ed n ed il campo dei suoi valori è costituito da quello stesso 
aggregato. Qui, per m=8 ed n=12, è «= 4; per n= 144 
ed n—=108, è a =86, ecc. 

In generale, i valori di una variabile dipendente sono 
fissati da quelli di una o di un numero finito di variabili 
indipendenti. 

“ La variabile dipendente si dice allora funzione di 
y una o di più variabili indipendenti ,,. 

Se «x è la variabile indipendente ed y la variabile 
che ne dipende, cioè se y è funzione di «, si usano, ad 
esprimere questa dipendenza, scritture come: 


y=f(@), y= Fx), y=%(®),.. 


Se «€, y, z,...v, sono le variabili indipendenti ed X la 
variabile che ne dipende, si dice che X è funzione di 
Li dg: U O ERIASCULVOG 


BARE IAA A 


Il valore che la funzione y= f(x) assume. per il va- 
lore a dato alla x, si rappresenta con f(a); il valore che 
X= Fx, y,-z) assume per i valori a, d, c dati rispettiva- 
mente alle variabili x, y, z, si rappresenta con F(a, bd, c). 
î È da notare che dicendo che y è funzione di 2, o scri- 
vendo y= f(x), la parola funzione si usa ora ad indicare i 
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valori di y in quanto dipendono da quelli di «, ora ad esprimere 
la legge di dipendenza che lega x ad y. È in questo secondo 
senso, ad esempio, che va intesa la locuzione « funzione razio- 
nale » che conosciamo fino dal $ 20, come pure quelle che incon. 
treremo in seguito, di « funzione esponenziale », « funzione 
algebrica », ecc. Codesto doppio significato del vocabolo funzione 
non è, in qualche caso, scevro di inconvenienti. 

Ogni funzione di una variabile y= f(x), stabilisce una 
corrispondenza fra il campo di valori della variabile indipen- 
dente e quello dei valori della variabile dipendente; così, ogni 
funzione di più variabili X= f(«, y,... 2) stabilisce una corri- 
spondenza fra il campo dei valori di «, y,... z e quello della 
variabile dipendente X; ed inversamente. Così, ognuno degli 
esempî di corrispondenze dati da 1) a 10) nel $ 201 è altresi 
un esempio di funzione: da 1) a 7) si hanno esempî di funzioni 
di una variabile, da 8) a 10) di funzioni di due variabili. Data 
una funzione y= f(x) di una variabile, si può prendere in 
esame la corrispondenza che ad un dato valore di y fa corrispon- 
dere x; si considera allora la funzione inversa della data. 

203. Le nozioni e gli esempî precedenti fanno facilmente 
intuire quale e quanta diversità di relazioni si possa presentare 
sotto al concetto comune di funzione, e come sia necessario, 
per orientarsi nella infinita varietà cui questo concetto dà luogo, 
di stabilire opportune classificazioni. Citiamo alcuni dei punti 
di vista sotto ai quali si sono cercati codesti modi di classifi- 
cazione. 


a) Le funzioni si possono anzitutto classificare a 
seconda del numero delle variabili indipendenti da cui 
dipendono; si hanno quindi le funzioni di una variabile 
indipendente, quelle di due, di tre,... di n variabili indi- 
pendenti. 


In questo Capitolo, ci limitiamo più specialmente alla con- 
siderazione delle funzioni di una sola variabile indipendente. 


b) Esse si possono classificare ancora a seconda del 
campo di valori della variabile o delle variabili da cui 
dipendono. 
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Così, nell’Aritmetica superiore - o teoria dei numeri - 
si hanno funzioni per cui il campo di valori della varia- 
bile è l’insieme dei numeri interi. Tale è, ad esempio, la 
funzione (n) di Gauss ($ 31); tali sono anche le funzioni 
che nascono dall’ es. 1) del $ 201. 

Invece nell’Analisi algebrica, nel Calcolo differenziale 
ed integrale, nell’ Analisi superiore - o teoria delle fun- 
zioni - si tratta sia di funzioni di variabile reale, per 
cui il campo di valori della variabile è l'insieme di tutti 
i numeri reali compresi fra due numeri dati; sia di 
funzioni di variabile complessa, per cui il campo di 
valori della variabile è l'insieme di tutti i numeri com- 
plessi compresi entro certi limiti. 

c) Le funzioni si possono classificare a seconda del- 
l’aggregato in cui si trovano i valori che esse possono 
assumere (valori della variabile dipendente). Così si hanno 
le funzioni a valore intero (come la E(x) dell’ es. 2, $ 201); 
le funzioni a valore reale (funzioni reali), a valore com- 
plesso (funzioni complesse). 

d) Le funzioni possono essere ad uno 0 a più valori, 
secondo che ad un valore della variabile indipendente corri- 
spondono uno solo o più valori della variabile dipendente. 


Una funzione y= f(«) ad un valore stabilisce una corrispon- 
denza univoca fra il campo A dei valori di x ed il campo B dei 
valori di y. Le varie funzioni che nascono dagli esempî 1) a 7) 
del $ 201 sono funzioni ad un valore; invece la relazione 


(3 Just 1) (m intero positivo) 
fa corrispondere ad ogni valore reale o complesso di @, m valori 
per y ($ 117); y è funzione ad m valori di x. 
e) Spesso, una funzione y=/(x) è data esplicita- 
mente da un'espressione analitica. S'intende con ciò che 
esiste un determinato sistema di operazioni di calcolo 
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le quali, eseguite sulla variabile x ed eventualmente su 
altri numeri dati (o costanti), danno come risultato il 
valore di y. Le funzioni si classificano allora secondo la 
natura delle operazioni costituenti l’espressione anali- 
tica. Analogamente per funzioni di più variabili. 

In particolare, se le operazioni che portano sulle 
variabili indipendenti sono somme, moltiplicazioni e di- 
visioni in numero finito, la funzione si dice razionale; si 
dice razionale intera se le variabili non figurano in deno- 
minatore, fratta nel caso contrario. 


Come esempî, 
y=5+38x, y=2—3Ve, 


A 


dC 
OR 





— x°' 


danno le espressioni analitiche di altrettante funzioni. La prima 
è razionale intera, la terza razionale fratta. Se x è reale, la 
prima, la terza, la quarta e la quinta sono reali (funzioni reali 
di variabile reale); la seconda può essere complessa (funzione 
complessa di variabile reale). Se x è complesso, le prime quattro 
sono in generale complesse (funzioni complesse di variabile com- 
plessa), la quinta è reale (funzione reale di variabile complessa). 

Le prime cinque espressioni hanno significato per ogni 
reale o complesso; è però eccettuato, per la terza, il valore 2 = 1; 
l’ultima ha significato ($ 160, es. 3) solo per |x|<1. Una 
stessa funzione può avere espressioni analitiche apparentemente 
assai diverse, come mostra l'uguaglianza valida per ogni |a|< 1 


($ 149): 


f) Infine, una funzione può essere data émplicita- 


mente da una relazione analitica. Così le equazioni 


LAY 
x—-Y 








xy+2x+3y=4, y—2x+4=0, a +y° 
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fanno corrispondere ad ogni valore di x, uno o più valori 
di y (uno dalla prima, due dalla seconda e tre dalla terza). 
Si hanno così funzioni implicite, la cui classificazione si 
fa in base alla natura della relazione che le definisce. In 


particolare, se y è definito come funzione di «x da 
Fw, y) = 0, 


dove Y è simbolo di funzione razionale, la funzione im- 
plicita y si dice funzione algebrica di a. (1) 

204. Nel corso di queste lezioni, ci occuperemo prin- 
cipalmente delle funzioni ad un valore di una variabile 
reale o di una variabile complessa, per le quali stabili- 
remo le seguenti definizioni: 

a) * Si-dice ‘che y=f(a)è Una funzione,cad un 
n Valore, di variabile reale data nmell’intervallo a...b, 
» quando per ogni valore di x compreso nell’intervallo 
n (a<x<b), è dato il corrispondente valore di y ,,. 

Riferendosi alla rappresentazione dei numeri reali me- 
diante i punti di una retta ($ 93). si dice spesso “ punto @ 
compreso nell'intervallo a...b , 0 appartenente all’inter- 
vallo, invece di “ valore di x compreso fra a e db ,,. 

Se la funzione è data per ogni valore reale di «, si 
dice anche che è data da — c0 a + c°. 

B) “SI dice che':y=7(x«Y è una funzione, adcun 
» Valore, di variabile complessa data nel campo X 
» quando, per ogni numero complesso x compreso nel 


» Campo _X, è dato il corrispondente valore di y ,. Il 


(1) Quando una funzione y = /(x), X = F(x, y),... è data mediante 
un’espressione analitica, il simbolo funzionale /, 7... serve anche a 
| rappresentare compendiosamente il complesso di operazioni costituenti 


la espressione stessa, 


tata a ret a A ian Ta vis | À ° “= 
ù ta hi ed © Me i deli ? - - x 
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campo X è ordinariamente l’ insieme dei numeri com- 
plessi i cui punti indici ($ 111) ricoprono una intera 
area, o una linea continua, nel piano rappresentativo dei 
numeri complessi. Se la funzione è data per tutti i pos- 
sibili valori complessi, si dice anche che è “ data in tutto 
il piano ,,. 

205. Nello studio delle funzioni è molto utile, pur non 
essendo mai indispensabile, l’uso di una rappresentazione 
grafica, come quella che vale a rendere più chiare ed in- 
tuitive le considerazioni relative alle funzioni medesime. 

a) Per una funzione y = f(x) reale di variabile reale, 
il campo dei valori di « si rappresenta su una retta 
(asse x) a partire da un’origine 0, secondo il principio 
del Cap. III; i valori della y si rappresentano, secondo il 
medesimo principio, su una seconda retta (asse y) inci- 
dente alla prima in 0, e a partire da 0; si assume su 
entrambe la medesima unità. Un valore di x ed il corri- 
spondente walore di y si considerano — secondo i principî 
della Geometria analitica Cartesiana — come l’ascissa 
e l’ordinata di un punto del piano dei due assi; 
l’insieme dei punti così ottenuti si dice la curva (!) 
rappresentatrice della funzione, e la scrittura y= f(x) è 
l’equazione della curva. Se la funzione è data nell’ inter- 
vallo a...b, ($ 148, b), la curva sarà tutta compresa fra le 
parallele condotte all’asse y nei punti x = a, x = bd. 

b) Per una funzione y= f(x) reale di variabile com- 
plessa, la variabile si rappresenta mediante i punti di un 


piano, secondo il $ 111; indi, in ogni punto « si innalza 


(*) Finchè si rimane nelle ,generalità, non si può applicare alla 
parola curva l’ordinario significato intuitivo; la stessa osservazione 
vale per la parola superficte usata al 5). 


- s - 3 Lt n 
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la perpendicolare al piano e si conta su essa a partire 
da x, da una banda o dall'altra secondo che y è positivo 
o negativo, un segmento xM misurato (coll’ unità stabilita) 
dal numero y. L'insieme dei punti M così ottenuti si dice 
la superficie (!) rappresentatrice della funzione, e la scrit- 
tura y = f(x) ne è l'equazione. i 
c) Infine, nel caso di una funzione complessa di 
variabile complessa y= f(x), si farà uso di due piani, 
rappresentando sul primo (piano «), i valori della varia- 
bile indipendente x secondo il metodo del $ 111, e sul se- 
condo (piano y), i valori della variabile dipendente y. Ad 
ogni punto del primo piano corrisponderà, in forza della 
relazione y= f(x), un punto nel secondo; al variare del 
punto x arbitrariamente nel suo piano — entro i limiti 
del campo 4 in cui è data la funzione — corrisponderà una 
variazione determinata, nel proprio piano, del punto y. 
La funzione y= f(x) viene a definire, in tal modo, una 
corrispondenza fra i punti dei due piani. 


Ouni legge fisica dà una dipendenza, o corrispondenza, fra 
grandezze aventi misura, cioè traducibili in numeri ($ 92). Simili 
leggi conducono dunque a relazioni di dipendenza fra numeri 
variabili, cioè a funzioni (generalmente reali di variabili reali) 
e ad esse sono applicabili metodi di rappresentazione grafica, 
ad esempio quello indicato in questo $ 205, a). Il lettore con- 
sideri, ad esempio, come applicazione, le leggi 

a) del moto uniformemente accelerato: 
at? 


sz +0, 


(s spazio, # tempo, a accelerazione, d velocità iniziale) 
b) di BoyLE-MARIOTTE: 


VO Tazza Al 


(') Vedi nota a pagina precedente, 


ia ai a 
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(p pressione di un gas, v volume, t temperatura assoluta, c nu- 
mero dipendente dal gas considerato). 

c) della vibrazione delle corde 
ili ca: SP 

21 ds’ 

(2 numero di vibrazioni in un secondo, g accelerazione della 
gravità, Z lunghezza della corda, p peso che la tende, d densità, 
s area della sezione della corda); 

e riconosca, in queste formole, le costanti, le variabili di- 
pendenti ed indipendenti ed applichi, limitando, se occorre, la 
variabilità a due sole delle grandezze che entrano in ogni for- 
mula, il metodo grafico cartesiano. 





B - LIMITI E CONTINUITÀ NELLE FUNZIONI. 


206. Sia y= f(a) una funzione reale della variabile 
(reale o complessa) x, data in un intervallo (campo) X. 
L’insieme dei valori di y costituisce un aggregato Y di 
numeri reali. 

a) Applicando all’aggregato Y le definizioni del 
$ 120, si dirà: | 
_ * La funzione y= f(x) è limitata superiormente (nel- 
l’intervallo X) quando è possibile di determinare un 
» numero m maggiore di tutti i valori di y ,. 
“ La funzione y= f(x) è limitata inferiormente quando 


è possibile di determinare un numero x minore di tutti 


» 


t, 
Foo Val Ore ig) Fn 
“ La funzione si dice limitata (nell’ intervallo X) 
quando essa è limitata tanto superiormente quanto 
» inferiormente ,,. 
“ Quando la funzione non è limitata superiormente, 
, Si dice che il suo limite superiore è + co; quando non 
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n © limitata inferiormente, si dice che il suo limite infe- 
b) Applicando allo stesso aggregato Y i teoremi del 
125, si ha: 


“ Ogni funzione reale y= f(x) data nell'intervallo X 


UN 


e limitata superiormente (inferiormente) ammette, in 
questo intervallo, un limite superiore (inferiore) finito ,,. 

c) Se il limite superiore L appartiene all’ aggre- 
gato Y, esso prende il nome di massimo. In altre parole: 
“ il limite superiore ZL viene detto massimo quando esso è 
» uno dei valori assunti dalla funzione; 0, ciò che torna lo 
stesso, quando esiste entro X un tal valore a = € che sia 


n» 
f(£)=L,. Analoga osservazione vale per il. minimo. 

207. Teorema di WrIERSTRASS. “ Sia y= f(@) una fun- 
zione reale della variabile x (reale o complessa) data 
nel campo finito X e limitata superiormente; sia L il 
suo limite superiore. Esiste nell'intervallo X almeno un 
punto É, detto punto di WEIERSTRASS, tale che il limite 
superiore dei valori di y è ancora L in qualunque in- 
tervallo, per quanto piccolo, contenuto in X e conte- 
n nente E n. 

a) Sia dapprima la variabile x reale. Il campo X è 
allora un intervallo a<x <=. Si divida l'intervallo a...d 
per metà in m; in uno dei due intervalli am, mb o in en- 
trambi, il limite superiore dei valori corrispondenti di y 
sarà ancora L: si tenga conto di quello in cui ciò accade, 
e se accade in entrambi, di uno dei due a piacere. Sia, ad 
esempio, am l’intervallo in cui la y ammette lo stesso 
limite superiore L. Si divida am per metà in m,; almeno 
in uno dei due intervalli am,, m,m, il limite superiore 
dei valori di y è ancora L: sia per esempio in m,m. Si 


divida m,jm per metà e si proceda alla scelta collo stesso 
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criterio, e così si continui. Si formerà una successione 
indefinita d’intervalli 


(1) ab, am, Mim... 


che sono nelle condizioni richieste dal postulato della 
continuità ($ 85); esiste dunque un punto £ interno a 
tutti gl’intervalli (1), e questo punto per la sua costru- 
zione stessa, è punto di WEIERSTRASS. 

Dal ragionamento fatto risulta come possa esistere 
più di un simile punto, ed anche come ne possano esistere 
infiniti. 

b) Sia ora la variabile x complessa. Il campo X 
essendo finito, lo si includa in un rettangolo @, non at- 
tribuendosi alcun valore alla funzione per i punti di @Q 
non appartenenti ad X. | 

Si divida @ in quattro rettangoli uguali mediante le 
parallele ai lati. In uno dei quattro almeno, sia @,, il 
limite superiore di f(x) — per i punti di X che entrano 
in esso — sarà lo stesso che in tutto @Q, cioè L. Si divida 
alla sua volta @, in quattro rettangoli uguali mediante 
le parallele ai lati; in uno dei quattro almeno, sia @,, il 
limite superiore sarà lo stesso che in tutto @Q,, cioè L. 
Proseguendo collo stesso procedimento, si viene a formare 


una successione di rettangoli 


(2) Epi Ae 


i quali si trovano nelle condizioni imposte nel $ 135. Esiste 
dunque un punto S interno a tutti i rettangoli (2), e per 
la sua costruzione stessa, $ è punto di W'EIERSTRASS. 

Un teorema analogo vale anche per il limite inferiore, 


per il quale esistono parimenté uno o più punti tali che 
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il limite inferiore dei valori di y in qualunque loro in- 
torno è lo stesso che in tutto il campo X. 

208. a) Sia data, nel campo X, la funzione y= f(@). 
“ Essendo x un punto di Xx, la funzione si dice continua 
, nel punto € = ® quando, ad un numero positivo e pic- 
» Colo a piacere, corrisponde sempre un tale numero posi- 
» tivo è che per 


|e— a|<d 
(3) sia 


La condizione (3) si può anche scrivere nella forma 
equivalente: “ preso e, gli deve corrispondere sempre 
» un è tale che 


CO PIO o 


b) “ La funzione y= f(x) si dice continua nel campo X 
» quando è continua in tutti i punti del campo ,,. 

c) Se y= f(x) è funzione della variabile reale « 
nell'intervallo a...b, se © è un punto dell’intervallo, e se, 


preso e positivo piccolo a piacere, si può trovare un è 
tale che 


(4) per0<x—x<d sia [f@)— f@)|<e, 
la funzione si dice continua a destra di x; se invece 
(5) per. —we<-3..8 |f@—f@)|=%; 


la funzione si dice continua a sinistra di x. 


Per una funzione di variabile reale, in un punto dell’ inter- 
vallo in cui la funzione è data, può esservi la continuità a destra 
di x e mancare quella a sinîstra, o inversamente. 
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d) Se la funzione è continua in « (questo para- 
grafo, a), è continua tanto a destra che a sinistra. 

e) Se la funzione è continua tanto a destra che 
a sinistra, ed è ad un sol valore per x =, essa è con- 
tinua in . 

209. Sia y= f(x) una funzione complessa, ad un va- 
lore, della variabile complessa x, data nel campo X; questa 
funzione sia continua per il valore € =x del campo. Ri- 
prendendo la rappresentazione di x, y mediante i punti di 
due piani, la y= f(x) dà una corrispondenza fra questi 
punti; sia y il punto corrispondente ad x: sia poi (2) il 
cerchio di centro x e raggio è, (e) il cerchio di centro y 
e raggio e. La (3) significa che “ nella accennata corri- 
» Spondenza, ogni punto interno al cerchio (è) ha il suo 
» Corrispondente interno al cerchio (e) ,,. 

210. Sia y= f(@) data nel campo X e continua per 
= % | 

Stabiliamo che di due punti x,, x, di X, x, preceda x, 
se è |x, — €|=>|x, — x|. L’aggregato X viene così ad 
essere ordinato; di più, siccome preso è piccolo a piacere, 
si può determinare x, tale che sia |x — €|<3 per ogni « 
che segua x,, laggregato stesso ha per limite x ($ 127, e). 

Anche l’ aggregato Y dei valori di y si può ordi- 
nare, stabilendo che dei due valori y,=/f(%,), Y.= /(£»), 
Y; precede y, se «x, precede x,. Ora, per la continuità in x, 
preso e piccolo a piacere, corrisponde un è tale che per 
|et—a|<òd, è |fl@)—f@)|<x; onde esiste un y, tale 
che per ogni f() seguente y,, si ha |f(@)—f@)|<e, 
cioè y=f(x) è il limite dell’aggregato Y. Ciò si 
esprime dicendo che: 

“ se y= f(x) è una funzione continua per a = , ed x 
» tende al limite x, f(x) tende al limite f(x) ,, 


o più compendiosamente: 
« jl limite di una funzione continua è uguale alla 
» funzione .del limite ,, 
e si scrive: 
“ lim f(x) = f(@), essendo f(x) continua in « ,. 
LEX 


Reciprocamente, se è lim /(@) = f(a) qualunque sia il 


AEAEL 


modo con cui x tende ad x, è chiaro che /(x) è continua in x. 


211. Dal paragrafo precedente risulta in particolare 
*che se y= f(x) è continua per x = x, ed 


d 3 Lg gees Ly 000 


/ 


è una,successione avente per limite x, la corrispondente 


successione 


INCANTO SSIS (CIS 


avrà per limite f(x). Si scrive: 


“*se.lim:07= x, sisha stima 020 f(@), se f(x) è con- 
nN=S9 NZ=9 
tinua ina ,. 
o anche: 
Cie AIA 


nNZ00 n= 


DO 


212. Dai teoremi sul calcolo dei limiti ($$ 140-144) ri- 
sulta subito che la somma o il prodotto di funzioni con- 
tinue date in un intervallo comune, è pure una funzione 
continua; e così il quoziente, se la funzione divisore si 
mantiene, in tutto l'intervallo, superiore in valore asso- 
luto ad un numero assegnato, diverso da zero. 

213. “ Se f(x) è continua in «= , è continuo anche 
2 il:suo module Toe 

Si ha infatti (& 105, ©) 


IW@|- @IZ|A =) 





o) 


RR O PERO ERIC RE LOI E TSE a CATO VI RI. 
7 Ra Lie (RL 
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ora, per la continuità in «, vale-la (3), onde a fortiori 
Ii@|-[f@]I<e per |e—a|<3, 


che dimostra l’ enunciato. 
214. Teorema. “ Se y= f(x) è una funzione reale della 
» Variabile (reale o complessa) a, data nel campo finito X, 
» limitata superiormente, e continua in tutto l’ intervallo, 
» il limite: superiore di-f(x) in X.è un massimo .,. 
Ciò equivale a dire ($ 206, c) che esiste in X un 
punto é, (almeno) in cui è f(5,) = L, essendo L il limite 
superiore dei valori della funzione in X. Questo punto è 
| precisamente il punto & di WEIERSTRASS, di cui abbiamo 
dimostrata l’ esistenza al $ 207. 
Infatti, sia f(£) = G; sarà G <= L. Se fosse G=L, il 
nostro teorema sarebbe dimostrato; sia dunque G < L. 
L-G 
on 


Essendo f(x) continua in tutto X, e quindi anche in £, 





Si faccia e < 


si può, preso e, determinare è tale che per |x — È|<3, 
sia |f(®) — f(E)|< e; dunque, in tutto l'intervallo X; de- 








finito da 
| RE E | # Ò, 
si avrà 
| |< + 
ossia 
GO ET SZ A 


D'altra parte, per il teorema di WEIERSTRASS, il limite 
superiore dei valori f(x) è lo stesso in X; che in tutto X, 
cioè è L; onde, per la definizione di limite superiore 
($ 124, a) si deve avere entro X; qualche valore di /(«) 
superiore ad L — e. Vi è dunque contraddizione, in se- 
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guito all’avere supposto G<L; è pertanto G= f(É)= L, 


ORTO PERSE 

Si può enunciare e dimostrare nello stesso modo la 
proposizione analoga relativa al minimo. 

215. Teorema. “ Se y = f(x) è una funzione reale della 
» Variabile reale x, limitata e continua nell’ intervallo a...d; 
» e se da;, db, sono due punti dell’intervallo tali che f(a,) 
» Sia positivo ed /(b,) negativo, vi sarà fra a, e 5, un 
» punto almeno a, tale che sia f(a)=0 ,. 

Analogamente, se f(a,) è negativo ed /(5,) positivo. 

Dividiamo l’intervallo a,...b, per metà in c; se è f(c) —= 0 
il teorema è dimostrato; se no, indichiamo con a, quello 
più a destra dei punti a,, c, in cui f(x) è positiva, con 5, 
quello più a sinistra dei punti c, d,, in cui f(x) è nega- 
tiva. Ripetiamo sull’intervallo 4,...5, quanto abbiamo fatto 
SU d4,...b,, e così seguitiamo. Se fra gli a,, 6, così ottenuti 
ve n’è uno per cui sia f(a,) =0, o f(6,) =0, il teorema è 
dimostrato, in caso contrario il procedimento continuerà 
indefinitamente, Si formeranno così le due successioni 


dA}, Ad, 00 An:g00 
Di beta I RO 


le quali sono manifestamente convergenti ($ 82, è) ed 
hanno pertanto un limite comune «, compreso in tutti 
gl’intervalli a,...b,; cioè | 


LE e ye 
n_=00 n_=00 


Ma la f(x) essendo continua, si avrà, per il $ 211 
lim f(@,) = lim f(6,) = /(). 
n= n=00 


Ora, le f(a,) sono tutte positive, dunque il limite f(@) 


dara 

- Ronald 
9 
È 
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è positivo o nullo ($ 128, c); le f(0,) sono tutte negative, 
dunque f(x) è negativo o nullo: se ne conclude di neces- 
sità f(a) =0;c. d..:d. 

Segue dal teorema precedente che se y= f(x) è fun- 
zione reale di variabile reale, limitata e continua nell’ in- 
tervallo a...b, e se, essendo a<a,<db,<b, si ha f(a) =’ 
ed f(b)) =, conhZk, esisterà fra a, e 5, un punto almeno 
in cui f(x) assume qualunque valore Z compreso fra A e &. 
Basta infatti osservare che la funzione f(x) —! è con- 
tinua, e che essa si trova nel caso del teorema precedente 
poichè assume segno diverso per ax —=a, e per a=d;; 
esiste dunque almeno un punto «, fra a, e d,, in cui 


D- 


f(a) —L=0, cioè f(a) =. “* Ogni funzione limitata e 
» continua nell'intervallo a...db, assume dunque, nell’in- 
» tervallo, ogni valore compreso fra il proprio massimo 
» ed il proprio minimo. , 


Fao n 


CAPITOLO DECIMO 


Le funzioni razionali intere. 


A - PRIME PROPRIETÀ DELLE FUNZIONI RAZIONALI INTERE 
DI UNA VARIABILE. 


216. Una funzione y= f(x) di una variabile, data me- 
diante una espressione analitica, è detta funzione razionale 
intera (1) ($ 203, e) quando le operazioni da eseguire su «x 
sono sole somme (?) e moltiplicazioni (*), in numero finito. 
Una tale funzione consta dunque di un numero limitato 
di termini, ciascuno dei quali ha un numero limitato di 
fattori: fra questi fattori, quelli costanti moltiplicati 
fra loro danno un coefficiente costante, quelli uguali ad x 
danno una potenza intera positiva di x; sicchè, a indi- 
cando una costante, ogni termine della funzione razionale 


intera è della forma 
ax”, 


dove m è un numero intero positivo o nullo. Due termini 
per iquali m ha lo stesso valore sono simili, e si riducono. 


(1) Si dice anche polinomio razionale intero în x, e per brevità, quando 
non vi possa essere equivoco, semplicemente polinomio în x. 

(*) Includendo fra queste le sottrazioni. 

(3) È esclusa qualunque divisione in cui x figuri nel denominatore, 
non è però esclusa la divisione di x per una costante non nulla: infatti 


x i A Î 1 
7 Pon è altro che il prodotto di x per il numero fisso —. 
a 
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Il numero dei termini essendo finito, m ha un valore mas- 
simo n; n si dice grado della funzione razionale intera. 
La forma generale di una funzione razionale intera di 
grado n è dunque 


(1) y=@0+ 0,07! + 10° +... + 0-0 + dn, 


dove 4, d,,... 4, sono numeri fissi, che possono avere qua- 
lunque valore reale o complesso, mentre x è un numero 
arbitrariamente variabile nel campo dei numeri complessi. 

I numeri da,, d},...4, si dicono le costanti o i coefficienti 
della funzione razionale intera. 

Dare una funzione razionale intera, vuol dire darne i coef- 
ficienti. 

Un numero costante si può riguardare come una funzione 
razionale intera di grado 0; in particolare lo zero è una fun- 
zione razionale intera di cui tutti i coefficienti sono nulli, 

Quando si dice che f(x) è funzione razionale intera di 
grado n, si esclude che il coefficiente a, sia nullo. 

Quando si intenda di lasciare ai coefficienti e alla variabile 
tutta la generalità, cioè quando tanto a;, a, ,... a, quanto x pos- 
sono essere reali o complessi, si dirà che la funzione si considera 
nel campo complesso; f(x) è allora funzione complessa di varia- 
bile complessa. Si dirà invece che la funzione si considera nel 
campo reale quando s'intende che i valori di 4), 4; d, © 
di « si limitino ai numeri reali; f(@) è allora funzione reale di 
variabile reale, (!) 

217. Teorema. “ Una funzione razionale intera ammette 
» un unico valore, per ogni valore dato alla variabile. , 

Infatti, un complesso di somme e moltiplicazioni ese- 
guite su numeri determinati ammette un risultato unico 
e determinato. 


. . . . . . ” 
(*) Quando non si asserisca esplicitamente il contrario, nel presente 
Capitolo la funzione si considererà nel campo complesso, 
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218. Teorema. * Una funzione razionale intera è con- 
tinua ($ 208) per ogni valore x, dato alla variabile. , 


$ 


a) Si consideri dapprima il termine ax”. Preso co- 
munque il valore x, di < ed un numero positivo e, si può 
sempre determinare è positivo tale che per 


|e—-a|<ò sia |axr—ax"|<£. 
Infatti, si ha 
aemtasn=(r ua + aa ++): 


ora, sì prenda un numero positivo arbitrario n ed un 
numero positivo 4 più grande del maggiore fra | a, | ed 
leo] +: si avrà per |a|]<|@%]|+ 7: 


|er_ a |<|e— og]mpeo! 


e quindi, fatto è inferiore al più piccolo dei numeri n e 


E i 
|a| mp! ;, Viene 


|aem— aa|<e per |e—-a]<d. È 


b) Sia ora la funzione 


fa) =a+ 04... +1 


Da quanto abbiamo ora veduto, segue che per ogni valore 
di m, (m=1, 2,... n), si può determinare un numero è, 
tale che per | 

e 


|e=a Ong 818 [An ei da su 


onde, preso è uguale al minimo fra i numeri è; d3,... È; 
sarà immediatamente 


If@)—f@)|<e per |e—w|<3. 


La continuità di f(x) è così dimostrata. 





= 
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Come corollario, si ha ($ 210) che 


(2) lim f(@)=4@, 

xe=0 
poichè è f(0)=a,. Ne consegue in particolare che, nel 
campo reale, si può prendere è abbastanza piccolo 
perchè, per a compreso fra —d e + è, f(x) mantenga il 
medesimo segno di a,,. 

219. Teorema. “ Se |xa| è limitato, è limitato anche 

» |f(@)|. » Ciò significa che se si considerano i soli va- 
lori di @ pei quali è |x|]< R, essendo R un numero posi- 
tivo arbitrario, si può determinare un numero positivo @ 
tale che sia 

<Q. 


Infatti, basta prendere 


Q=|a;|R*+|a | R-+..+|a,_,|R+|a, 





Teorema. “ Preso un numero positivo M arbitraria- 


» mente grande, si può sempre trovare un numero È tale 


» Che sia 





|f(®) 


Osserviamo che è 


>M per |a|>R. n 


f(a) = 0" +0 1+ 4,0? +... +0) 
onde ($ 105, c) 
|f(@)|>|[|&x2|— |a! + aa? +... + a, |[. 
Se dunque riusciremo a rendere 
|a + 0? +... + 0n| < 3 agli, 


sarà di conseguenza 





OIESE 
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Ciò posto, sia |ex|= ed A il massimo fra |a,|, 


lag | ax VITA! 


I 1 
|a,e1+ ao * +... + an] <= Ap! (i oa + 3) 


ossia, potendosi supporre senza restrizione p> l: 














Aop"—A . Ap” 
nl n_2 
|a + a, ? +... + dn | < ASI EROS 
Si tratta dunque di rendere 
se 
DR SS ni a, | 0”, 
e perciò basta fare 
2A: 
3 A EL iran 
8) P | | 
Sotto questa condizione per |a|=, sarà dunque 
do | de 
FO 


e quindi basta fare |x| > È, dove R è il maggiore fra i 


n a; 
te 2M 2A 
sale 
| do | | o | 
perchè sia corrispondentemente 


\f@)|> M. 


Riassumendo i due teoremi del presente paragrafo, sl 


due numeri 


può dire: 

a) che una funzione razionale intera è finita finché 
è finita la variabile; 

b) che essa tende all'infinito se il modulo della 
‘variabile tende all’ infinito, qualunque possa essere l’ ar- 
gomento della variabile stessa. 


= 


via: 
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220. Lo stesso procedimento di dimostrazione che si 
è tenuto per l’ultimo teorema, serve anche a provare 


che per 

(4) >l+ ss 
P |@o| 

È 





[uao] >amert Page + +1; 


ne risulta: 


A hi 
a) che per |a|>1 “$i f(a) non può assumere 
0 


il valore zero; 


A 
b) che nel campo reale e per |[x|>1+_-—, il segno 


|\4o | 


di f(x) è':quello stesso del suo primo termine a,x”. 





B - IDENTITÀ. - INTERPOLAZIONE. 


221.“ Due funzioni razionali intere (polinomìi) in a si 
»n dicono identiche quando sono uguali i coefficienti dei 
n rispettivi termini simili. , 

Due funzioni razionali intere identiche sono dunque neces- 
sariamente dello stesso grado. 

L'identità dei polinomi f(x), 9g(@) si indicherà sia col 
solito segno di uguaglianza, sia anche (') scrivendo 


(5) f(e)= g(2); 
se f(x), g(x) sono date rispettivamente da 


ax” ch IAA ig, tot da, bia” 5 Orco price sea dn; 


(') Soltanto nel presente Capitolo, per maggiore chiarezza. Nei 
Capitoli seguenti useremo, anche per le identità fra polinomi interi, 
il solito segno di uguaglianza; il lettore distinguerà facilmente in 
quali casi si tratti di identità, in quali di uguaglianza numerica. 


PE PEAS OR SV I SLI SERRBIEA CORRERE GIRA TOSTI PAVO SITTAOI SE 
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risultano da (5), per definizione, le n +1 uguaglianze: 
(6) Ur = DIA Si 
In particolare, f(x) è identicamente nulla, cioè 


(7) f(@)=0 


quando sia ad un tempo: 


ep deneensi): 


L'identità ubbidisce manifestamente alle tre leggi caratte- 
ristiche dell'uguaglianza ($ 3), e cioè: 
ogni polinomio è identico a sè stesso; 


se f=g, anche g= f; 
due polinomi identici ad un terzo sono identici fra loro. 
Le somme (sottrazioni) e moltiplicazioni dei polinomi ra- 
zionali interi in «; eseguite colle regole del calcolo algebrico ; 
elementare, conducono ad identità di funzioni razionali intere; 
in particolare, la regola della moltiplicazione conduce all’ identità 


2 


(0 +e T1+ 430°? +... + A, 3£X + dp) 


(De + DET + be Ea +dmn 30 +0) = 


= "a E (ab, Roe RITA CE pagin = Sad + CE 


+ (A, Om + A nOn) + Ab 


Due polinomi identici assumono lo stesso valore per A 
ogni valore dato alla variabile; risulta dunque, da (5), i 
che è 


f(a) = g(a) 


qualunque sia il numero a. Si può dunque dire che “ due 
» polinomi identici, sono uguali per tutti i valori della 
» Variabile. , 
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222.“ Si chiama radice di una funzione razionale in- 
» tera in @ un valore della variabile x per il quale la 
» funzione si annulla (assume il valore zero). ,, 
Così, se x è radice di f(x), vuol dire che è 


fla)=0. 


Teorema.“ Una funzione razionale intera di grado non 
» Superiore ad n, che abbia n +1 radici differenti, è iden- 
» ticamente nulla ,,. 
Il teorema si verifica subito per le funzioni di primo 


grado. Infatti, se la funzione 
ax + d 


ha le. due radici differenti «=a, x =f, ne viene 


(8) axr+b=0, a3+b=0, 
donde 

ala —B)=0, 
che esige a =0; e quindi, dalle (8), b—=0. 


Così il teorema si verificherebbe facilmente per 
le funzioni di secondo, di terzo,... grado. Supponiamolo 
dimostrato per tutte le funzioni intere fino al grado 
n—1 inclusivamente, e consideriamo una funzione f(x) 
di grado n, data da 


Ag + 0 +. + An] + Un 
e che ammetta le n +1 radici differenti 


ca, Bi 2,00 br 


Sarà 
dola—-B;) Sie a,(a-!—n-) ctr dn,(4—B,) #0 
Sd 20n); 


i 
e 
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dividendo per x — f;, differente da zero, si ottiene 


ale+an_B+a +. )+a, (a+ 5,+..b7)+.. 
+ A, (+0) +a,-,=0; 
che si può anche scrivere 


Asbi A (ae g- dd Eri: (a&? nà a;% sh; direi es 
4a + aa id AU t = 


Ora, questa uguaglianza esprime che la funzione razio- 
nale intera di grado n — 1 


ULT + (A+ Ae + + (MT + An); 


si annulla per gli » valori f,, 8.,... P, della variabile. Essa 
è dunque identicamente nulla, cioè 


pale La, —1 —2 Ta 
da cui segue successivamente 
ag Ossa r= piva GOLA Nei 


la f(x) stessa è perciò identicamente nulla. In forza del 
principio d’induzione, il teorema è dunque dimostrato. 
223. “ Teorema. Se due polinomî razionali interi in <, 
» di grado non superiore ad n, sono uguali per n + 1 
», Valori distinti della variabile, essi sono identici. ,, 
Siano i polinomî f(x), g(@) di grado n, dati rispetti- 
vamente da 


AL + ALT +... + dg, bd + de + + da 3 
e per gli n+1 valori distinti della variabile 


X_%3 Ugges Uni) 
si abbia i 
fa.) = gag aip ee 





La | Li ITA Da, n LE PI, PU 
si ii dae Ai iti aeia: 
- » a % 

” . 2 4 


È 
a 

° 

4 

4 

È 

s 
Sul 
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Ne viene che la funzione, di grado non superiore ad n, 
e i Cau 


f(@) — g(a)= (a — be" + (aj — be +... + a, — dy 


ammette n +1 radici distinte; essa è perciò identicamente 


nulla, cioè 
a=b d=0,, d=0d, 


con che il teorema è dimostrato. 

Questo teorema si denota col nome di “ principio 
» d'identità delle funzioni razionali intere. ,, 

Risulta (a fortiori) da questo principio che se due 


‘ funzioni razionali intere di una variabile sono uguali 


per infiniti valori della variabile, esse sono identiche. Si 
potrà dunque dire senz’altro identità un’uguaglianza fra 
funzioni razionali intere che valga per infiniti, e meglio 
ancora, per tutti i valori della variabile. 

Risulta ancora dal teorema dato nel presente para- 
grafo che “ se esiste una funzione razionale intera di 
» grado non superiore ad »,che per n +1 valori distinti 
» della variabile assuma valori assegnati, essa è unica. , 


Che una tale funzione esista effettivamente, risulta dal 
seguente paragrafo. 


224. Problema. “ Costruire una funzione razionale in- 
» tera y=f(«), di grado non superiore ad n, che per i 
» Valori della variabile, fra loro distinti, 


LEX, CARTE Ka 
» assuma i valori comunque dati: 
y= Bor Bir Ba 


Tale questione è nota sotto il nome di problema d’ interpo- 
lazione: essa presenta notevole importanza per le applicazioni 
della matematica alle scienze sperimentali. 
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Sia posta la funzione sotto la forma 
(9) “y=k+k(a—a)+k(a— alla — da) Fu 
k,(e — 2) — dg). (€ — Un). 
Facendo «=a,, Viene 


vt onde lc: 





Facendo x = ,, viene 
y=k + ko, —-a)=Ba 


onde la risoluzione di un’equazione di primo grado ad 
una incognita dà il valore &,: 


L.— Bs TE bi 

è ogni e 

Xo Sa %i 
Facendo a =a,;, &;,... &, si otterranno così di mano in 
mano, mediante risoluzione di equazioni di primo grado 
ad una incognita, i valori di &,, X;,... X,—;. Finalmente, 
fatto «= a,, il valore di %, sarà dato dall’equazione, in 


cui %, sola è incognita: 
Bo = ko + Ra — 3) + + nl — A) — de) e (Co — n) 


Il problema è dunque risoluto; per l’ osservazione alla fine 
del paragrafo precedente, la soluzione trovata è unica. 

225. Il metodo così indicato per la soluzione del 
problema d’interpolazione è dovuto a NEwTOoN. Un altro 
metodo, dovuto a LAGRANGE, è il seguente. 

Si cerchi dapprima una funzione f;(x) che per a =; 
assume*1l'rvalore zl 0orste —Ars 0 ie ae 
valore zero. È chiaro che essa viene data senz'altro dalla 
formula 
(Cu) a). (aan) (A) 
10) Arai 

Vee 





Salita vieni era tai 


3 
rd È 
ù 
xi 
3% 
»: 
vii 
À 








Bui Lalli a È 
sila a TA A TI 


PA 
Vai 


5) 
» LIRE, I i i at 
dt “atti ata 


ai E" dii di “ac, 


Vite, Add ii 
PE e n dle 


A L'ART : : 
i a 


+ dorata a 
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Se ora scriviamo 


01) 1O=EAT AT + 80), 


questo è un polinomio razionale intero di grado n (al più) 
che per x—=<«; assume il valore f;j esso risolve pertanto 
il problema, e ne dà quindi l’unica soluzione. 


Es. 1° - Sia da determinare la funzione razionale intera, di 
grado 3 al più, che per e= 1, 2, 3, 4 prende rispettivamente 
i valori 2, 18, 38, 83. 

Mediante il metodo di LAGRANGE, la funzione sarà data da 


MO EE 
(a) f(@)=2 CINESE +18 1:(—1)(-2) 


(e+1@e-Ned) Le Ne-3) 
TRE RI A o 3.2.1 i 








+ 38. 


A riduzioni fatte, si trova 
(8) fa)=a +e +x—1. 
Volendo applicare il metodo di NEwTON, si ponga 
M f@)=krtk(@-1)+Kk,.(e-1)(e_2)+k,(e-1)(a-2d@e—3); 
facendo successivamente a = 1, 2, 3, 4, si ottiene: 
ko =2, ky=11, k,=7, k,=1 


Sostituendo in y ed eseguendo le moltiplicazioni, si ritrova na- 
turalmente l’espressione (f). 
Es. 2° - Si voglia una funzione razionale intera, di grado 
n al più, che sia uguale all’unità per € = n e sia nulla per 
xe =0, 1, 2,... n —1. Dalla (10), questa funzione verrà data da 


xca—-1)..(C-n+1) 
n! 7 


P 
4 
È î 

ds al * 
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CDI VIOSTIBILOTILAN 


226. Date due funzioni razionali intere f(x), g(«), dei 
gradi n ed m rispettivamente, con n > m, è noto che si 
possono sempre determinare, in modo unico, due funzioni 


razionali intere g(x), r(x) tali che sia 


(12) f(@) =g(@)g(@) + r(@), 


il grado di r(x) essendo inferiore ad m. È in questa de- 
terminazione che consiste il problema della divisione dei 
polinomî ordinati secondo le potenze decrescenti di una 
lettera, che si è studiato nel calcolo algebrico elemen- 
tare; f(@) è il dividendo, g(x) il divisore, g(x) il quoziente, 
r(x) il resto. La possibilità ed univocità del problema si 


riconosce senz'altro nel modo seguente. Si faccia: 


f(@) = ae + a+... Fd, 


a—1l 
g(a) =D" + ba" +... + dm; 

rato CE n_m—1 
g(a) == dd" Cite qa” - ta + Qnm 


r(ae) = rei +riato? 4 id Tai 


indi, sostituendo in (12) ed eseguendo le operazioni del 
secondo membro, si uguaglino i coefficienti secondo il 
principio d’identità ($ 223). Si ottiene così il sistema di 
equazioni: 





Dodo=r Dodi tdi Dolo m + DInmr tm 


(13) 


To +0 ,0n—m A t..TAn—m413°°9" my t Didn—-m="n ; 


da queste si possono determinare di mano in mano le 
INCOgNIte go, dis dan a tn IIa aLe la sola 
risoluzione di successive equazioni di primo grado ad 
un’incognita. 





PNE a US oa EI, pe) 
P i ù da < î ° a 
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227. Quando accada che sia r(a) =0, si dice che g(x) 
divide (esattamente) f(«), o che è divisore di f(«), o che 
f(@) è divisibile per g(x); gq(x) si dice allora quoziente esatto 
di f(x) per g(x). L'identità (12) si riduce a 


(14) f(@) = g(2)q(2). 


In questo caso speciale, valgono le seguenti propo- 
sizioni, che costituiscono la teoria della divisibilità delle 
funzioni razionali intere. (!) 

a) Ogni funzione razionale intera è divisibile per 
sè stessa; è divisibile per ogni costante. * 

b) Se due o più funzioni razionali intere sono divi- 
sibili per un’altra; anche la loro somma è divisibile per 
quest’ altra. 

c) Se la funzione f(x) è divisibile per g(x), e g(@) 
per h(x), anche f(x) è divisibile per h(x). 

d) Se due funzioni razionali intere sono divisibili 
per una terza, è divisibile per questa anche il resto della 
loro divisione; reciprocamente, se sono divisibili per una 
stessa funzione il divisore ed il resto, è divisibile anche 
il dividendo. 

e) Su quest’ultimo teorema si fonda il metodo per 
la ricerca del massimo comun divisore fra due funzioni 
razionali intere, cioè della funzione razionale intera di 
grado massimo che le divida entrambe. Si divide quella di 
grado maggiore per la seconda, questa per il resto della 
divisione, il primo resto per il resto della seconda divi- 
sione, e così di seguito. Il grado dei successivi resti 


(') Ci limitiamo ai soli enunciati, sia per la semplicità delle dimo- 
strazioni, sia anche perchè si suppone che il lettore conosca questa 
teoria dal corso d’ Algebra elementare, 
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andando sempre diminuendo, si giunge sia ad un resto. 
identicamente zero, ed in tal caso l’ultimo divisore ado- 
perato (il penultimo resto) è il massimo comun divisore 
cercato; sia ad un resto di grado zero (costante, ossia 
indipendente da «) ed in tal caso non v'è una funzione 
razionale intera che divida le due funzioni date: queste 
si dicono prime fra loro. i 

f) Dai teoremi a), db), c) dati più sopra risulta im- 
mediatamente che tutte e sole le funzioni razionali intere 
che sono divisori comuni di due funzioni date f(x), 9g(@), 
sono i divisori del loro massimo comun divisore. 


È da notare che il caso di due funzioni prime fra loro è 
il più generale — o meglio il più probabile; il caso in cui 
due funzioni razionali intere abbiano un divisore comune è 
eccezionale, nel senso che esso non si verifica se i coefficienti 
delle due funzioni date non sono legati da speciali relazioni. 
Così, se le due funzioni razionali intere di secondo grado 


(2) c+ax+b, e°+a'x +0 


devono avere un divisore comune di grado non nullo, si cer- 
cherà il resto della loro divisione: 


(al — a)ae + dD' — b; 


si dividerà il polinomio «* + ax + d per il resto, e si troverà 
il nuovo resto 


(b’ — b)è — (a — a)(ab' — ba’) 


e si uguaglierà a zero; se dunque le due funzioni (x) non sono 
ptime fra loro, i loro coefficienti devono essere legati dalla re- 
lazione: 


(8) ('— 3° = (a' — a)(ab' — ba) =0. 
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2928. Abbiasi la funzione razionale intera 


(1) f(a) =@0"% + a:X1 +... + Ap _X + Un, 





e sl cerchi il quoziente ed il resto della sua divisione 
per x — x. Giovandoci delle equazioni (13) del $ 226, qui 
pene ee COSIUOICDLI gt Irda dol 
quoziente ed il resto r (costante o di grado zero) saranno 
dati dalle equazioni : 


do, N74 413 dA Da ee Ina Th In 3 
r_- dQ,—-,= A, 
ossia 
(15) db dt 43 L77449 3000 Gn In-gTAn—-13 
TZ KG, + 4 è 


Queste formole danno la regola, detta del RUFFINI (!), per 
formare il quoziente ed il resto della divisione di f(x) per 
x —&: “ il primo coefficiente del quoziente è uguale al 
» primo coefficiente del dividendo; ogni altro coefficiente 
» del quoziente si ottiene moltiplicando il coefficiente pre- 
» cedente per «, ed aggiungendo il coefficiente di ugual 
» posto del dividendo. La medesima regola, applicata al- 
» l'ultimo coefficiente del quoziente, fornisce il resto. ,, 
Così, il quoziente della divisione di 


at — ba3 + 80° — 2a +7 
per x — 3 si ottiene immediatamente in 
a — 20° +2x + 4 


pdegtd_- 19 etileresto: 


(1) Celebre matematico italiano, nato a Valentano (Roma) nel 1765, 
morto a Modena nel 1822. 


16 


prg 


Colla sostituzione successiva, si ottiene dalle (15): 


do=4, EDT Ad), 


‘(16) | di= AAA pi = RIO 


r= ad" +04... A A+ Up è 


Se ne conclude che r non è altro che il valore assunto 
da f(x).per a =a,. cioè: 


(17) r=f(2), 


ossia “ il resto della divisione di f(x) per x — a coincide 


» col valore assunto da f(x) per «=; , e si può anche 
scrivere: 
(18) f@=4IA ed) +f(@ 
È 

A questa si giunge anche nel modo seguente. Essendo 
(19) f(@)—f(a)=a,(e-—e)+a,(e1-a)+.. +4,-;(—a), 
ne viene, per la nota identità 

a-anz=(a— ae +aa+ ax +... +1), 


che tutti i termini del secondo membro di (19) sono divisibili 
per € — a, e quindi 


f@)—f@a)=(a—a)g(r), 


che non differisce da (18). Inoltre, applicando la ricordata iden- 
tità, si ottiene anche la forma del quoziente; infatti: 


f(a)—f(a)= aa +ar ++... +) + 
A (A°?+ A+... +?) + + Ano +Aa) +43 (e—_-a), 
ossia 


qa) =aae+(ag+a)xe?+(a4°+a,a+a3)r3 +... 


n_l —_2 D 
+ Ag% ai A a rd ei PR pg I 


si ritrova così la regola del RUFFINI. 


mo 
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229. La identità (18) è di somma importanza, perchè 
«essa pone in relazione due teorie apparentemente discoste: 
la divisibilità delle funzioni razionali intere, e lo studio 
delle radici di tali funzioni, cioè ($ 222) di quei valori della 
variabile peri quali la funzione assume il valore zero. (!) 
Dalla (1) risulta infatti che. 

“ Condizione necessaria e sufficiente affinchè « sia 
, radice di f(x), è che f(x) sia divisibile per x — a. , 

Infatti, se x è radice, è f(a)=0, cioè la divisione di 
f(@) per a —« dà identicamente lo zero come resto. Reci- 
procamente, se f(x) è divisibile per x — a, è f(a) =0, cioè 
è è radice. 

Le applicazioni di questo importante teorema si ve- 
dranno nella seconda parte del presente Corso (teoria delle 
equazioni); limitiamoci, per ora, ad indicare, fra queste 
applicazioni, la proposizione seguente: 

“ Le radici comuni a due funzioni razionali intere 
» f(®), g(x), sono tutte e sole le radici del loro massimo 
, comune divisore. ,, 

Infatti, se x è radice comune ad f(x) e gla) , ax—-a 
sarà divisore comune delle due funzioni, e quindi ($ 227, f) 
del loro massimo comune divisore u(x); pertanto « sarà 
radice di (x). Reciprocamente, se «x è radice di pu(x), 
x —« è divisore di u(x) e perciò divisore comune di f(x) 
e g(x); dunque tanto f(x) che g(x) ammettono « come 
radice. 


(!) Tale studio, o ciò che è lo stesso, la ricerca e le proprietà delle 
soluzioni dell'equazione f(x) = 0, dove f(x) è razionale intera, costi- 
tuisce l'argomento principale dell’Algebra; esso verrà trattato, nei suoi 
elementi, nel secondo tomo di questo Corso. 


D - CENNO SULLE FUNZIONI RAZIONALI INTERE 
DI PIÙ VARIABILI. 


230. Una funzione X= f(«, y, 2,...) di più variabili è 
detta razionale intera ($ 203, e) quando le operazioni da 
eseguire su x sono somme (sottrazioni) e moltiplicazioni 
in numero finito; è escluso che le variabili figurino in 
denominatori. Una tale funzione consta dunque di un 
numero limitato ‘di termini, ciascuno dei quali contiene 
un numero limitato di fattori; uno fra questi fattori potrà 
essere costante e verrà detto coefficiente del termine cor- 
rispondente; gli altri fattori sono costituiti dalle varia- 
bili che possono venire comunque moltiplicate fra loro, 
e quindi innalzate a potenze di esponente intero positivo 
qualsiasi. La forma generale del termine di una funzione 
razionale intera in. «, y, z,... è dunque, essendo «, f, Y,..- 


numeri interi, positivi o nulli: 
catytzt..., 

e la forma della funzione stessa è 

(20) Do Dea*ytz!..., 


dove il segno sommatorio X indica qui la somma di un 
numero finito di termini analoghi a quello scritto. Due 
termini devono diversificare per almeno uno degli espo- 
nenti: se no, i termini sarebbero simili e quindi si po- 
trebbero ridurre ad uno solo. 

La somma «x+f+y +... degli esponenti di un ter- 
mine della funzione X si dice grado del termine stesso. 
Se è a=B=y=..=0, il termine è di grado zero: esso. 











pi tony n dg de i ar can 
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si dice anche costante, ossia indipendente dalle variabili. 
Il numero dei termini essendo limitato, il grado dei varî 
termini avrà un valore massimo; questo massimo viene 
detto grado della funzione. 

Quando tutti 1 termini della funzione sono dello stesso 
grado m, la funzione si dice omogenea e di grado m. Se 
la funzione non è omogenea, essa si scompone in una 
somma di funzioni omogenee, di gradi diversi; quella di 
grado massimo ha il grado stesso della funzione. 


Esempî. La funzione razionale intera delle tre variabili @, y, 2: 
(x) ax + by + ce 


è omogenea e di primo grado; qualunque funzione razionale 
intera omogenea di tre variabili deve avere la forma (x), cioè 
non può differire da (x) se non per i valori speciali dei coeffi- 
gienti a; bd, c. 

La funzione razionale intera in x, y, z di primo grado, non 
omogenea, ha per forma generale 


(8) ac +by+cz+d. 


La funzione di due variabili 
d+y° 


è omogenea e di secondo grado; è caso particolare della funzione 
omogenea di secondo grado più generale in due variabili, che è 


(Y) ax* + bey + cy?. 


Citiamo ancora la funzione più generale di secondo grado, 
non omogenea, in tre variabili: 


(d) (ax°+by°+cz2°+exy+faz+9gy2)+(a'c+b0y+c'2)+(a”); 


le parentesi separano le sue parti omogenee, rispettivamente dei 


Stadi 15° 0, 


"A 
LI 

* 

‘ 
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231. “ Una funzione razionale intera di quante si 
n Vogliano variabili ammette un valore unico per ogni 


» Sistema di valori attribuiti alle variabili. , Infatti esso 
è il risultato di un numero limitato di addizioni e mol- 
tiplicazioni, operazioni univoche. 


Il valore assunto dalla funzione 


(21) X=f(&, Y, 23) 
quando ad «x, y, z,... Sì attribuisce il sistema di valori 


Ct vi AI 


si rappresenta con 
(22 PACIS 


La scrittura {22) ha dunque significato di un numero 
determinato. 

Se ad y,z,.. si attribuiscono in (21) valori fissi Db, c,..., 
l’espressione 


(23) (2, d, cu.) 


rappresenta una funzione razionale intera della sola va- 
riabile #, e, come tale, continua. Una funzione razionale 
intera è dunque continua rispetto a ciascuna delle varia- 
bili da cui dipende, le altre essendo riguardate come fisse. 

232. “ Due funzioni razionali intere delle stesse va- 
» riabili si dicono identiche, quando sono uguali i coef- 
» ficienti dei rispettivi termini simili. , 

Se le due funzioni (per es. di due variabili) 


Proistara cao d 


Ze apL°Y 


sono identiche, si ha dunque 
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per tutte le coppie di esponenti che figurano nelle due 
funzioni. 

Due funzioni identiche assumono lo stesso valore per 
ogni sistema di valori delle variabili sostituiti in en- 
trambe; così se sono identiche 


f(@x5Yy Ze.) © G(R1Yr Ze) 
f(a, b, c,...) = g(a; bd, c)...) 


qualunque sia il sistema di numeri a, 5, c,... 


ne risulta 


Una funzione è identicamente zero se sono nulli 
tutti i suoi coefficienti. 

253. a) “ Sia una funzione razionale intera f(x, y) di 
» due variabili, in cui « figuri al più al grado m ed y 
n al più al grado n. Se, per ciascuno degli n+1 valori 
» Bo: Pix: Bb, dati ad-y, esistono m + 1 valori 4,03 Zij xe Cim 
n (é=0, 1,... n) peri quali la funzione si annulla, essa è 
»n identicamente zero. ,, 

Scriviamo infatti, ordinando rispetto ad «: 


f(, Y) = A(y)x” cha Ai(y)aen7! tit An-1(Y)X na Amn(Y) 


doye 4,, 4;;--- 4,, sono polinomî razionali interi in y, del 
grado n al più. Fatto y= $,, viene 


fe, BI =A(Bde+ A(B)e1+ + Am), @=0, 1,2...) 
funzione razionale intera di grado m in x, che per ipotesi 


è nulla per m+-1 valori di x. Essa è dunque ($ 222) iden- 
ticamente nulla, e sarà 


As(8) =0, Adi) =0,. Am(Bi) =0. 


Ma i avendo n+1 valori, e le A4,, 4,,.. 4, essendo al 
più di grado », anche A;(x), 4,(x),... A,,(x) sono identica- 
mente nulle ($ 222), cioè sono nulli tutti i loro coeffi- 


RSS MIRINO VI ARCA STRATO AGIRS RIO, VO SIEBIREIN E ORIO RE SOS VENTI RINO 
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cienti, che sono appunto quelli di f(x, y). Il teorema è 
dunque dimostrato. 
b) “ Siano due funzioni razionali intere CINA 
» 9(€, y) di due variabili, di grado m al più in « e di 
» grado n» al più in y; se per n+1 valori di y, esistono 
y m+1 valori di a pei quali le funzioni assumono lo 
n Stesso valore, le due funzioni sono identiche. ,, 
Basta applicare il teorema precedente alla funzione 
fe, y) — g(e, y). 
c) “ A fortiori, se due funzioni razionali intere di 
» due variabili sono uguali per tutte le coppie di valori 
» delle variabili, esse sono identiche. ,, 
d) L'estensione delle proposizioni precedenti al caso 
di funzioni razionali intere di un numero qualsivoglia di 
variabili si fa senz’alcuna difficoltà; si lascia al lettore 
di enunciare e dimostrare i teoremi analoghi ad a) e d); 
da questi risulterà che “ due funzioni razionali intere di 
» un numero qualunque di variabili, uguali per tutti i 
» Sistemi di valori delle variabili, sono identiche. ,, 
Perciò si potrà dire senz'altro identità una uguaglianza 
fra funzioni razionali di quante si vogliano variabili, la 
quale abbia luogo per tutti i valori delle variabili. 
234. a) Sia 


(24) X=f(0, y, 2;.) = Lea"y"2... 
una funzione razionale intera omogenea, del grado mm, 


delle variabili «, y, 2,.. La somma degli esponenti in ogni 
termine soddisfa, per definizione, alla relazione 


(25) a+ft+y+..=m. 


Se si muta ®, y, 2,... in te, ty, tz,... ogni termine verrà 
dunque ad acquistare il fattore t”, il quale pertanto potrà 


« acid de 
P ; | 
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porsi. a fattor comune. Ne segue l'eguaglianza, che vale 
per ogni sistema di valori delle variabili e che perciò 
($ 233, c) è un’identità: 


(26) ea lea TI 


Reciprocamente, se qualunque sia t, una funzione 
razionale intera soddisfa all'identità (26), essa è manife- 
stamente omogenea. La relazione (26) viene per ciò detta 
relazione d’ omogeneità. 

b) Se in una funzione razionale intera qualsiasi, 
del grado m, 


f(e, Y, 2...) = New" Ptz..., 


i IENE TIMIARSZ 
sì sostituisce 7) 2, PERS 


per t”, il termine generale diviene 


alle variabili, indi si moltiplica 


cayPz) ua RT (A+B+T +) 
ed il suo grado nelle variabili «, y, 2,... t è dunque m. 
Perciò, qualunque, sia f di grado m in @, y, z,.. 


DIVE 
(E, PS, i.) 


è funzione omogenea di grado m in ®, yY, 2. t. 

235. Una funzione omogenea si dice completa quando 
contiene, nei suoi termini, tutte le combinazioni di espo- 
nenti che soddisfano alla relazione (25). In una funzione 
non completa, mancano alcuni termini: si può anche dire 
che quei termini hanno per coefficiente lo zero. 

La potenza m%" del polinomio 2, + x, +. ®, dà, 
come sviluppo, una funzione razionale intera omogenea 
completa delle » variabili «,, %,,... ®,. * Il numero dei 
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» termini di una funzione razionale intera omogenea com- 
» pleta di grado m di r variabili è dunque 


Mir NARDO ara 
m A alga 2 3 


cioè il numero dei termini della msima potenza del poli- 
nomio di r termini. 

» Una funzione razionale intera f di grado m, di r va- 
riabili, non omogenea, si può scrivere 


(= Pim + Qmnt +e Do ta Pi ra Po) 


dove 9, è una funzione omogenea di grado è di r variabili. 
La funzione f è completa se sono complete le funzioni 
OMOZENO8 dai Par13* Pos dl numero di termini di f, se 
completa, è dunque: 


) 1 r TTI: r4-2 r+m_— 1 
SR Edi Par 4 eri an +. + 7 


che, per le note proprietà dei coefficienti binomiali, è anche 
@ 
uguale a: 





TENNIS) 
( m E LEQ è 


Si giunge a questo medesimo numero osservando che per 
il $ 234, 6 la funzione non omogenea si riduce ad una funzione 
omogenea dello stesso grado, ma con una variabile di più. 








Si pi 


Er.” 
* 


Pro 


CAPITOLO UNDECIMO 


L'operazione di derivazione. 


A - DERIVATE SUCCESSIVE DELLE FUNZIONI RAZIONALI INTERE 
DI UNA VARIABILE. - FORMULA DEL TAYLOR. 


236. Quando in una funzione 


(1) y=f(@), 


si cambia x in x +’, si dice che “ alla variabile x è stato. 
dato l’ incremento h. ,, 


Il numero A può essere positivo, ed allora è un incremento 
nel senso volgare del vocabolo; però, nella teoria delle funzioni il 
vocabolo viene usato indistintamente, tanto se A è reale e posi- 
tivo, quanto se negativo o complesso. 


Similmente, quando nella funzione di più variabili 


X= f(2, Y, 2,4.) 


si cambia  inx+4,yiny+k,zinz+!,... si dice che 
h, k, l,... sono incrementi attribuiti rispettivamente alle 
variabili a, y, 2... 

Limitandoci per ora al caso di una variabile, quando 
l'incremento A viene dato ad «, la funzione da f(«) diviene 
f(® +h); l'incremento della funzione, corrispondente all’in- 
cremento A della variabile, è dunque 


(2) f(@+h) — f(@). 


\ 
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Se la funzione f(x) è continua:-per e =, l’incre- 
mento della funzione tende a zero coll’incremento della 
variabile, cioè si ha 


8) lim [f@+) — f@]=0. 


Ciò non è, sotto un’altra forma, che il teorema del $ 210. 


Bene inteso, se f(x) è funzione di variabile reale data nel- 
l'intervallo a...b, ed è a <x<D, A può soltanto essere positivo 
compreso fra 0 e d — a, o negativo e compreso fra a — x e 0; 
se f(x) è funzione di variabile complessa data entro un’area, 
h può essere complesso, di argomento qualunque, e di. modulo 
abbastanza piccolo per non oltrepassare l’area entro cui è data 
la funzione. 


237. Sia data la funzione’ razionale intera 
(dere) ea age? +... + 0,0 + 4, 
e si dia ad x l’incremento A. Si avrà 
f(@+h)=a;(x+h)"+a,;(x+h)"-1 +... +0,-(X +42) +40,. 


Ora, ogni parentesi si può sviluppare secondo la nota 
regola del binomio di NEwTOoN; eseguendo lo sviluppo, ed 
ordinando secondo le potenze crescenti dell’incremento A, 
sì ottiene: 


(5) f(2+h) = 4,0" +0,0 144,0 +...+0,-30+0, 
+ A[na,x-1+(n—1)a,x"-?+(n-2)a,x"-8+..+@n—] 
2 
+ (0 [n(n_—1)age-?+(n—-1)(n—-2)a,a-3+ 
+(n—2)(n—-3)a,a"-!+...+1+24,-,] 





+ [n(n-1)...3-2a,0+(n—-1)(n—2)... 10] 


ea, 


Tic, 
+ r@m—1)..3-2-14. 


ar IRE TATA LEN 0 I x n 
PER RE SR ZIO DA RITI VEE SPERO VOTI RO, GE EZALE VE SCION 


ao | 
i 





In questo sviluppo, si nota dapprima che i termini 
indipendenti da A riproducono la funzione f(x). Esami- 
nando poi il coefficiente di A alla prima potenza, si vede 
che esso è costituito da una funzione razionale intera, 
che si deduce da f(x) colla seguente regola (regola di 
derivazione): “ moltiplicando in f(x) ogni termine per 
n Y esponente della variabile, e dando alla variabile stessa 
» Vl esponente diminuito di un’unità. , 

L’operazione che così si eseguisce su f(x) per ottenere il 
coefficiente di £ nella (5), dicesi “ operazione di derivazione sulle 
» funzioni razionali intere. ,, Indicando col simbolo D questa 


operazione (da eseguirsi sulla funzione scritta alla destra del 
simbolo stesso), essa viene dunque definita da 


DE — Ding t 


dove il segno ‘XY si riferisce ad un numero finito di addendi, 
ed m è un esponente intero positivo. Se l'esponente è zero, si 
bad) sipponondo ca —P—'ar-nd,,—0d, —@) 


Da: 


la regola di derivazione è dunque. applicabile anche al caso del- 
l’esponente zero. 


La funzione 
(6) VOTES AC Crm ION Sa lf PI ae 


ottenuta applicando la regola di derivazione alla fun- 
zione (4) si dice derivata (derivata prima) di f(x); essa si 
indica sia con Df(x), sia anche con f(x). 


Così, se 
i f(a) = 3x3 — 5x° + 4a — 1, 
sl avrà 


Df(a)= f'(a) =9x° — 10x +4. 


Riprendendo la (5), vediamo che in questo sviluppo il 
2 


1.2 





coefficiente “i è un polinomio razionale intero in 2, 
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del grado x — 2, il quale è formato da /'(x) colla stessa 
«regola di derivazione con cui f(x) stesso è formato 
da f(x). Esso si indicherà con ‘© 


> DDf(x) ossia D°’f(2), 


o anche semplicemente con f(x), e si chiamerà derivata 
seconda di f(x). 

Dallo sviluppo (5) medesimo, si ha che il coefficiente 
di 02 è un polinomio razionale intero in x, del grado 
n — 3, che si ottiene mediante applicazione della stessa 
regola di derivazione a f”(x); esso si dice derivata terza 
di f(x) e si indica con f”"(x) o D*f(x); ed analogamente, si 
ha che il coefficiente di 

hi 
Liar 





è il polinomio 
(7) n(n-1).(n—r+1)ae"-"+(n—1)(n-2).(n—r)a;1t"4.. 
+r(r—1)..21a,_, 


che si ottiene da f(x) coll’applicazione successiva, per » 
volte, della regola di derivazione; esso si indica con f(x) 
o D'f(x) e si dice derivata r"" (o d’indice r) di f(2). 


h° 
L’ultimo termine dello sviluppo (5) contiene —; mol- 


tiplicato per un coefficiente, che si ottiene da f(x) appli- 
cando n volte la regola di derivazione, ed è perciò detto 
derivata n" di f(x); questa derivata si riduce ad una 


costante: 
(8) fP=D'fA ana. 


Se f(x) =3x3 — ba° +4x — 1, si ha 


f'(@) =18x — 10, 
fto: = . 


ra 


CRI STEN A VERE LA cat vc 
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238. Tenuto conto delle notazioni precedenti, la for- 
mula (5) che dà il valore di /(r) quando la variabile riceve 
* 
l’incremento A, si scriverà 


0) fa+)=f@)+hf"@)+ ( 


h° AL h” (n) h” (n) 
19f (2) +. ERO (CO sa ae Die); 


questa formula viene detta formola di 'l'AyLoR ed è di uso 
assai frequente. 

Sono pure di uso frequente le due seguenti formule 
(formule di MACLAURIN) che sono semplici modificazioni 
di quella di TAyLOoR. La prima di esse si ottiene facendo 
e=0, e cambiando la lettera % in x; si ha così: 


(10) fa) = (0) + af” O) +33 PO +. +1 _f(0), 


la cui perfetta coincidenza con (4) è facile a verificare. 

Per avere la seconda formula di MACcLAURIN, di cui la 
prima è un caso particolare, si faccia «.=x ed A=x— a; 
la (9) diviene: 


(1) O=IA+ A+ pr) Ep (1). 


Si-noti ancora la formula che si deduce da (9) fa- 
cendo Aa=— x: 


19) TOSO LE 


fa). 


239. a) Dall’ applicazione successiva della regola di 
derivazione alla funzione (4), risulta 

n Che le derivate successive /"(x), f"(), f"(x),... di 
» una funzione razionale intera di grado n, sono preci- 
» samente n, di grado ordinatamente decrescente di una 
» unità. La n°” derivata si riduce ad una costante (n!a,). 
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» Le derivate d’indice superiore ad » sono identicamente 
» nulle. ,, 


b) Le due funzioni 
fa), f@\+c, 


dove c è una costante qualsiasi, hanno identica derivata. 
| e) Se f(2), g(x) sono due funzioni razionali intere, 
si ha 


DIf(@) + g(@)] = DA) + Dg(1); 
D è dunque simbolo di operazione che ammette la pro- 
prietà distributiva. | 
d) Si formi f(€r +4 + Kk), considerando prima h+ K 
come incremento. Viene 


tri sa 





(a) fr+h+k)=f(a)+(h+kK)Df(a)+..+ D'f(a) +. 


Considerando invece ’ come incremento, viene 
s 
(0) f(a+h+k)=f(x+k)+ADf(x4-k)+... + D'IC+ k)4.. 


Ora, il coefficiente di hikr—1 è, nella formola (a): 


1 rel)... (r_- IL 
(0) Pio ii Da 


per ottenerlo nella formula (0), si applichi a D°f(x+%). 
lo sviluppo di TAYLOR: 


D'f(a4-k)= 





‘Dif(a) +. 


r—-q 


v—-q! 





+ D'_‘Dif(x) + ... 


onde si vede che il coefficiente di h°%"—? in (0) è 


1 19 da 
(@) O. 








ssaa sel 
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Ma, per il principio d’identità (applicato ai due sviluppi 
della funzione f(x +4 + x) razionale intera di % e K), i 
coefficienti (c) e (d) devono essere uguali; ne risulta im- 
mediatamente: 

D'f(a) = D'DI{(1), 
o simbolicamente 
(13) DPDYe= Dari 


qualunque siano gl’interi positivi p e q, purchè sia p+ q 
inferiore al grado della funzione cui è applicata la deri- 
vazione. 

La relazione (13) si dice legge degli indici della deriva- 
zione. Si noti la sua analogia colla legge formale ($ 8, 1°) delle 
potenze. Fondandosi sulla (13) si conviene, in conformità del 
noto principio di permanenza, che D°f significhi la f stessa. 
240. Dalla formula (9) si deduce immediatamente: 

pipi, ù 2 
LEO rg Tor + Ot 
ho! 
n! 


(14) 





pe FRENI 

Se l'incremento 4 della variabile tende a zero, tende 
anche a zero, in virtù della continuità ($ 236), Il’ incre- 
mento della funzione f(x +4) — f(x), onde, al limite, il 


0 
primo membro della (14) prenderebbe la forma 0? priva di 


significato ($$ 41, 42). Ma applicando al secondo membro 
i principî del calcolo dei limiti ($$ 140, 141), si ha: 


f@+h fa) 
(5 oo 


Si chiama rapporto incrementale di una funzione il quo- 
ziente dell'incremento della funzione diviso per quello della 
variabile. La formula (15) ci esprime dunque che * nelle 


alri 
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» funzioni razionali intere, la derivata è il limite cui tende 
» il rapporto incrementale, quando tende a zero l’incre- 
» mento della variabile, e conseguentemente, quello della 


n funzione. , 





B - DERIVATE PARZIALI. 


241. Diamo ora un cenno dell'estensione che delle conside- 
razioni precedenti può venire fatta alle funzioni razionali intere 
di più variabili. Per semplicità di scrittura considereremo fun- 
zioni ) 


X= f(@, y, 2) 


di tre variabili; per altro, l’ estensione a variabili in numero 
qualunque non richiederebbe che mutamenti insignificanti nel 
discorso. 
Se, nella funzione razionale intera in 7, y, z, che sup- 
U IIC i) 


porremo di grado m in x, n in y, pinz, 


X=f@, Y, 2) 


si muta x in x+À, A sì dice incremento parziale 
relativo ad x. Considerando provvisoriamente y e z come 
costanti, X risulta funzione della sola x, e pertanto, ap- 
plicando la (9), si ha: 
2 

(16) f(@+4,y, 2) = f(x, y, 2) +AD.f + i DIF: 
dove il simbolo di derivazione si è indicato con D,, per 
ricordare che x è la variabile rispetto a cui si prendono 
le derivate. Le D..f, D.,f,... vengono dette derivate parziali 
(prima, seconda,...) rispetto ad . 

Diamo ora ad y, considerata come variabile, l’ incre- 
mento X%. Un termine dello sviluppo (16) dà luogo a con- 


siderare 
Dae'"f(&; Y mura k, 2) 
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come una funzione razionale intera di y, cui si può quindi 
applicare la formula (9): 


(17) De fe, y4k 2) = Def +kD,D; i, do °Dof +. 
e di conseguenza, sostituendo in (16): 
(18) f(c+h, y+k, DEDE Dio ESE, 


r_=0' 8 


Le D,D.f, DjDx'f;, sono le derivate parziali (miste, 
se gl’indici r ed s sono entrambi diversi da zero) rispetto 
ad x ed y. 

Considerando infine z come variabile e dandole l’in- 
cremento Z, un termine di (18) da luogo a considerare 


DyDo'f(®, yy 2+1), 


come funzione razionale intera di z cui si può applicare 
la formola (9), e così si ha 


3a 
DD f(€,y,#+1)=DyD2"f+1D.D,D"f+773 gD: “DELE tSr 
e quindi, sostituendo in (18): 


Mm 


(19) f(e+h, y+k, z+1) ca Data i ‘DDxf; 
questa è la formola di TAyLoR per le funzioni razionali 
intere di tre variabili. Le D.;'D,"D."f sono le derivate 
parziali rispetto ad x, y e 2. 

242. a) Nelle derivate parziali D.'D,°D,"f, V ordine 
delle derivazioni si può invertire a piacere. Basta, eviden- 
temente, all’uopo, mostrare che è: 


(20) D,D,f = D,D.f. 


Ora, formando f(x +4, y+k, 2), si può, come abbiamo 
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fatto, applicare la formula (9) prima rispetto ad «y poi 
rispetto ad y, ed allora il coefficiente di AK in (18) è 


CAL ALI: 


ma si può invece formare f(x + A, y+ k, 2) applicando la 
formula (9) prima rispetto ad y, poi rispetto ad , e si 
ottiene come coefficiente di AK 


DID 


Applicando ora alla funzione f(x +4, y + XK, z), razionale 
intera nelle due variabili 4, X, il principio d’identità ($ 233) 
viene appunto 

DDT 


b) Scrivendo la funzione X sotto la forma ($ 230) 
Xx= Very, 
si ha: Bac 
DA Duca 1,Pz1; 
così 
a xa—1 B_1_Y. 
DDA te 
PID Da(a—1)ByY (= DD) 273: ecc. 


c) Se la X è funzione omogenea, ogni sua derivata 
parziale è pure omogenea; se X è omogenea di grado m, 
D.°D,°D.'f è omogenea di grado m —p—s—r. 

243. Sia f(x, y, 2) omogenea e di grado m. Si ha allora, 


essendo t una nuova variabile, l'identità ($ 234) 


(21) f(te, ty, te) = t"f(a, y, 2). 


Mutiamo ora t int+ 1, e verrà 


f(ta +, ty+y,ta+2)=(t+1)"f(, y, 2). 


n 


Questa è un’identità fra due funzioni razionali intere 
in t; pertanto, sviluppando il primo membro secondo la 
formola (19), dove tx, ty, tz si riguardano come gl’incre- 
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menti, e svolgendo nel secondo membro (t + 1)” secondo 
la formula del binomio, i coefficienti delle stesse potenze 
di t saranno uguali. In particolare, limitandosi a consi- 
derare i coefficienti della prima potenza di t, si avrà: 


(22) XDf + yD,f + <D.f=mf(2, y, 2). 


Questa relazione è nota sotto il nome di “ formula di 
» EULER sulle funzioni omogenee. ,, Essa si estende senza 
difficoltà ad.un numero qualunque di variabili. 


C - FUNZIONI DERIVABILI. - CALCOLO DELLE DERIVATE. 


244. La proprietà della derivata, dimostrata al $ 240, 
è fondamentale. Codesta proprietà, che caratterizza la de- 
rivata come limite del rapporto incrementale, è quella che 
permette di estendere il concetto e l'operazione di deri- 
vazione a classi estesissime di funzioni, fra le quali le 
funzioni razionali intere non formano che una sotto-classe 
estremamente particolare. 

Definizione.“ Data una funzione di una variabile reale 
» 0 complessa f(x), continua e limitata in un campo di 
» Valori della variabile, si dice che la funzione è derivadile 
» in questo campo quando, per ogni valore x della varia- 
» bile contenuto nel campo medesimo, il rapporto incre- 


» mentale 
È) fa+1) —f) 

h 
, ammette, per 4=0, un limite determinato, indipen- 
» dente dal modo con cui l'incremento 4A della variabile 
» SI fa tendere a zero. A questo limite, dipendente da « 
» e che si indica con f(x) o con Df(x), si dà il nome di 


» derivata di f(x). , 
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1) In ciò che segue, il limite di (1) si supporrà finito. 

2) Se la variabile x è complessa, l’ incremento A può 
avere qualunque argomento; perchè /(x) abbia derivata, il 
limite cui tende (1) deve essere lo stesso qualunque sia questo 
argomento. Se la variabile « è reale, il limite deve. essere lo 
stesso tanto se A va a zero per valori positivi che per valori 
negativi. Quando, esistendo i limiti di 


fae+h) fa, _fa-h_—f@ 
h ; h 


(A positivo) essi sono diversi, il primo limite si dice derivata 
a destra, il secondo derivata a sinistra. Nelle funzioni deri- 
vabili in un intervallo a...6, queste due derivate coincidono in 
tutti i punti dell’ intervallo, esclusi gli estremi. 

3) Ogni funzione che per «= ha derivata determinata 
e finita, è continua per «=. Non bisogna però credere che la 
reciproca sia vera; numerosi esempî, che non è qui il luogo di 
esporre, stanno a provare come funzioni continue possano non 
essere derivabili. | 

4) È chiaro che il passaggio al limite non si può fare 
direttamente sull’ espressione (1), poichè, essendo f(x) continua, 
f(x + h) — f(x) tende a zero per A=0 ($ 236) e quindi il 
limite di (1) si presenta sotto alla forma illusoria De 

Così, se si cerca la derivata di x, essa non si può 

ottenere direttamente dal passaggio al limite su 


Va+hT va 
RESSE 3 
ma, moltiplicando prima ambo i termini per Vx+%A + V£, 


poi passando al limite, viene, poichè Vx è continua (1!) 


il 1 
lim ———————_—___— =, È 
nz0 Ver+h+ ve 2Va 


(1) Si lascia al lettore la facile dimostrazione della continuità 
di Vx. V. per altro il $ 248, 


bea 
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Si ha dunque per ogni valore finito di x, eccettuato a = 0, 





Da "NE 
245. Dalla definizione data al paragrafo precedente e 

dai principî della teoria dei limiti ($$ 140 e seg.) risulta 
immediatamente: 

a) che la derivata di una costante è lo zero; 

b) che se f(x) è derivabile ed ha per derivata f(x), 
la funzione cf(x), dove c è una costante, è pure deriva- 
bile ed ha per derivata cf'(x). Si può dunque scrivere: 


(2) Def(@) = cDf(x). 


c) che se f(x), g(x) sono funzioni derivabili ed /"(x), 
g (x) sono le loro derivate, anche f(x) + g(@) è derivabile 
ed ha per derivata /’(x) + g9’(x). Si può scrivere: 


(3) DI[f(®) + g(@)] = Df(@) + Dy(a) . 


E immediata la generalizzazione espressa da: 


(4) D[c,f,(@) + cof.(0) +...+ c,f2(®)] = 0:Dfi(0) + 2 Df,(a) +... 
E © Df0): 


dove è però da supporre ($ 140) che il numero dei termini 
fi: f.;--» fx sia finito. La formula (3) ci esprime che “ la 
» derivata di una somma è uguale alla somma delle deri- 
n Vate, ,, e si può anche dire che “ la derivazione è ope- 
n razione distributiva. , 

Da ciò e da a) risulta che due funzioni che differi- 
scono per una costante hanno la stessa derivata. 


d) Dall’ essere 


i f@+1) 10) 
= h 


=f'(@), 


ni Ms I - I EA I ERETTA] MI 
: i at AE :i 
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risulta che preso e piccolo a piacere, si può sempre deter- 
minare è tale che per |h|] <3, nella successione di valori 
con cui A tende a zero, sia 


(5) f@+h)—f@)—hf'@|<e|hl, 


o, ciò che torna lo stesso. 


"te 


(5) f(c 4h) = f(@) + hf'(@) + ho, 


dove è gn un numero inferiore ad e in valore assoluto. 
246. “ Il prodotto di due funzioni derivabili f(®) e o(x) 
» © una funzione derivabile, la cui derivata è data da 


(6) D|f(@)p(€)] = f(@)- Dp(®) + o(@)-Df(e). » 


Si formi infatti il rapporto incrementale di f(@)p(x): 


U 


f(d + h)p(e + h) — f(@)p(e) 
h i 


esso può scriversi identicamente: 


una pe + i) a ti VIGEE ù SICK, 


p(@) 
qui, passando al limite per A =0, applicando le regole 
dei $$ 140 e seg., e notando che, per la continuità, f(@ +4) 
tende ad f(x) per A =0, si ottiene immediatamente la 
formula (6). 

La regola espressa dalla (6) è dovuta a LEIBNIZ. Essa 
si estende facilmente al prodotto di tre o più funzioni 
(però in numero finito): si ha così, indicando le derivate 
coll’ accento: 


(7) Dig] = (kx) + F()()k() 
+ f(@)g(2)k'(2). 


P= f(0)f(0) ... f.@), 


Si noti che se è 


CRIOGRIRA 


si ha (indicando la derivata coll’ accento) : 


__Pfy@) Pf/@) Pf) 
CACAO BOO) 


In particolare, se 


(2) des 











P=(e—- a) — &,)...(C—-2,), 
si ha 
4 ia e 1é; 
(B) a st ele : 
XA, L_-% Xe Ar 











247. “ Il quoziente di due funzioni derivabili f(x) e g(x) 
n © derivabile, dove il divisore non sia nullo, e la deri- 
, vata del quoziente è data da: 
si pi _I@Df@) — f@Dy) 
IR) g°(€) So 
Infatti, il rapporto incrementale del quoziente è 


"(fa Oa 20) 
x h\ge+h)  g(e) 





ossia identicamente 


f(c+h)—f(@) g(e+h) — g(2) Lan 
DEE BRAI n pesi 





qui, passando al limite secondo le regole dei $$ 140 e seg., 
nell'ipotesi che g(x) non sia nullo, e notando che, per 
la continuità, g(& + A) tende a g(x), si ha senz’ altro la 
formula (8). 

Come applicazione, viene 


e ate4 8) 
ge) = 9°) 


In particolare, se g(x) =«”, m intero positivo: 





1 mar! m 
Diaz: gm Ti grati) 
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cioè, usando la notazione dell’ esponente negativo: 
Des — (— oa È 


La regola di derivazione enunciata al $ 237 si estende 
dunque anche al caso dell’ esponente intero negativo. 


Le regole date al $ 245 db) e $$ 246, 247 permettono di 
trovare la derivata di qualunque combinazione razionale di più 
funzioni derivabili. 


248. Ci proponiamo di cercare la derivata della ra- 
A Arte 
dice n“ di x, che indicheremo con Vx, essendo x un 


numero complesso qualunque ma differente da zero; del 
nes | 
resto, Va può essere una qualunque fra le n radici ne 


di x, di cui abbiamo dimostrata l’esistenza al $ 117. 
a) Converrà anzitutto dimostrare la continuità di 


n_ o . . . 
Va, e perciò dobbiamo premettere le seguenti osservazioni : 
1) Se al numero complesso 


(9) x = po(cos9b +? sen 0) 


si aggiunge un numero A, con |h| <p, si vede subito 
come il modulo di x +’ sia necessariamente compreso 
fra o +|h|ep—|Ah|, e l’argomento di x +?’ fra 


h h 
9 + are sen e 6 — are sen 


l’arco essendo il minimo positivo fra quelli che hanno 
il dato seno. Si può dunque prendere |h| tanto piccolo 
che |x+A| differisca da |x|, e arg.(xr +4) da arg. x per 
tanto poco quanto si vuole. 

2) Reciprocamente, se a p, 0 si danno incrementi 
reali r, t, si possono sempre prendere i valori assoluti 
di r e # tanto piccoli che sia 


(10) o(cost+isen0)—(0+r)[cos(0 +4) +isen(9+)|]<<. 
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Basta infatti, come dimostra una semplice considerazione 


geometrica, prendere 


5 

\t|<2arcsen,, 
do 

l’arco essendo il minimo positivo fra quelli che hanno 

il dato seno, e 


La 


per soddisfare alla (10). 
1 


3) La radice aritmetica di 0, 0", è funzione con- 
tinua di p nel campo reale. Infatti, essendo A positivo, 
si ha, come è noto, l'identità: 








Fa li net pdl _n-2 n_-1 
(( +h)" — o Ne+n n +po"(0+4)" +..+0 ) =h, 


ma, essendo 





36 1 
(ph, 
viene 
1: 1 n_-1 
cda (e 20 ce uo E 
e quindi 


dii 
(PSI 0 





n_-1° 
ROGE 
\ 





Basta dunque prendere 
dra 
[DES no" e 
perchè sia 
age 
iron e; 


il che dimostra la continuità per A > 0. Analoga dimo- 


, strazione per A<0. 


4) Si consideri ora il numero complesso (9), ed 
essendo 9 il suo minimo argomento positivo, si scelga 


» 


- di pg RL Te nt ae RA TAR 
RI SIV TRAI ARSA 

, x È 

\ 
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come argomento 8 uno qualunque, determinato, fra i 
numeri 


BI Er AO OE 
| 9 i 
Con ciò, è anche determinato l’ argomento sa DAVIES 
dia ora ad x l'incremento A; 8 riceve in corrispondenza 
l'incremento ), e si consideri la Ve +h il cui argomento 
pai. 


À 
o Per quanto si è testè veduto, per £ abbastanza 
1 


piccolo, 0 riceve un incremento piccolo a piacere; i, e 
quindi + — sono pure piccoli a piacere; perciò (2) del pre- 


sente ars si può, scelto e arbitrario, prendere è tanto 
piccolo che per |h|]<ò sia 


LIZA 
Vaste, 





IE 
e la continuità di Va è con ciò dimostrata. 


E importante di notare che la continuità ha luogo solo se, 

al variare di A, si fa variare con continuità anche l’argo- 
n 

mento scelto per Va + A: in altre parole, le n determinazioni 

Mas 
di Va danno n funzioni continue distinte. 

I 
b) Per avere ora la derivata di Vx, si consideri il 

rapporto incrementale 
n VSS 
Ve +h— Va 


e si moltiplichino ambo i termini della frazione per 


nel 


(Van) = Va Ca CE 


ne verrà 


R,= nl 
fre), a) 


1 
n—l? 


CEMRLE (2) 


m—-2 


te: 
ta 

i I 
CI AI 
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passando ora al limite per 4 = 0, e tenuto conto della con- 


BT 
tinuità di Va, si ottiene 


(11) DVa«= 


È opportuno di notare che facendo uso della notazione del- 
l'esponente frazionario, la (11) si scriverà (n intero): 


con ciò, la regola di derivazione data al $ 2837 per l’ esponente 
: 1 
intero si estende anche al caso dell’ esponente sa 


249. Se in y=f() si considera z come funzione di una 
fi 


variabile x, z = g(x), la y verrà ad essere funzione di 2, 


y= flo(@)]; 


x sara variabile indipendente, z dipendente da questa, y 
dipendente da z e quindi anche da x. La y si dice allora 
funzione di funzione. Ora, se le funzioni /() e g(x) si sup- 
pongono continue e derivabili, vale il 

Teorema. “ La derivata di y rispetto alla variabile 
» indipendente x, è il prodotto della derivata di y rispetto 
» 2 2, per la derivata di z rispetto ad z. , 

Infatti, dato ad x l'incremento 4, z subirà l’incre- 
mento 

k=qg(+h)— 9(2), 

e corrispondentemente y riceverà l'incremento 


I=f(z+k)— fa). 


Ora si ha identicamente 


(12) 
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k 
e per ipotesi, per A=0, % ha limite determinato D,z, e 





/ 
pers x ha limite determinato D.y. Onde, passando 


al limite nella (12) per &R=0, con che è anche K=0, 
viene appunto, 
(13) Dai Puy De 


Questo teorema dà luogo a numerose applicazioni ; 
così: 
1° Sez=x—a, y=2z", viene: 
D.,(a — a)»"=m(x — a)"T!. 
2° Sez=p{x) y=2", Viene: 
Dp"" (a) = mp"_'(1)p'(2). 
Mia 
3° Se z—= (2), y= Vz, viene: 
n "(x 
DV (a) # 7 2 ADE m_l * 
n(VoG@) 





n ——_ 
4° Volendo trovare la derivata di Vx”, si porrà 
q"»=%, e si avrà, per la (13): 





Si noti che facendo uso della notazione degli esponenti fra- 
zionari, questa si scrive immediatamente 


e quindi la regola di derivazione del $ 237 per le potenze ad 
esponente intero si estende ad esponenti razionali qualsiansi. 


250. Sia 
(14) y=f@) 
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una funzione reale della variabile reale x, data ad un sol 
vaflore, limitata e continua nell’intervallo a...d, e derivabile 
con derivata finita in tutto quell’intervallo. La funzione 
si può graficamente figurare con un luogo geometrico, me- 
diante il metodo cartesiano, riferendosi a due assi 0x, 0y 
e rappresentando — colla stessa unità di lunghezza — i 
valori x della varia- 
bile come le ascisse, i 
valori y della funzione 
come le ordinate dei 
punti del luogo. Sia x, 
un valore dell’ ascissa, 
misura del segmento 
0A; sarà 


vid) 





il valore corrispon- 


Fig. 4 


dente dell’ ordinata, 
misura del segmento AM (fig. 4). Dando ad «, Vl incre- 
mento A, misura di AB, sarà . 

y=f@&+h) 


la misura di BN; l'incremento della funzione 


f(cn +) — f(®) 


misura dunque PN, e infine: 


f(& +4) — fe.) _ PN 
h 


= xp: 
Ma dal triangolo MPN, indicando con s la retta MN: 


PN = “B01 PUN _ sen #5 


15 SS at Tara 
so) MP sen MNP sen Yys 
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cioè “ il rapporto incrementale non è altro che il coeffi- 
, ciente angolare della congiungente i due punti M,°N, 
» del luogo rappresentato dalla (14). , 


PN 
Ora, se si fa tendere è a zero, Mp tende, per ipotesi, 


ad un limite determinato che è /'(x)); esiste dunque un 
limite per il coefficiente angolare della congiungente MN, 
quando N si accosta indefinitamente ad M percorrendo il 
luogo. La retta t passante per M ed avente per coeffi- 
ciente angolare questo limite è il limite delle seganti MN 
in M quando N tende ad M; essa chiamasi la tangente al 
luogo y=f(@) nel punto di ascissa x = x. Si ha così il 
seguente nà 


Teorema. * Sia 


y=f(@) 


» l’ equazione cartesiana di un luogo, essendo f(x) funzione 
» reale, ad un valore, limitata, derivabile nell’ intervallo 
n 4<X<b. Ad ogni ascissa x=%; presa in quell’inter- 
» Vallo corrisponde un punto [x,, f(#,)] del luogo; in questo 
» punto, il luogo ammette la tangente, ed /’(x,) è 
n Ìl coefficiente angolare della tangente stessa. ,, 


Nel caso in cui gli assi carteslani sono ortogonali, la f(x) 
dà, per ogni ascissa x, la tangente trigonometrica dell’ angolo 


che la tangente al luogo y= f(x), nel punto d’ascissa «, forma 
coll’asse delle x. 











CAPITOLO DODICESIMO 


Cenno sulla variazione di una funzione reale derivabile. 


A - FUNZIONI DERIVABILI IN GENERALE. 


251. In questo Capitolo consideriamo esclusivamente 
funzioni di una variabile reale, reali, ad un valore, limi- 
tate, date in un intervallo finito a...b. Riferendoci alla 
rappresentazione cartesiana, diremo “ la funzione nel 


punto c ,, per dire.“ 


il valore della funzione corrispon- 
, dente àl valore x=c della variabile. , Supporremo 
infine che le funzioni di cui si tratta siano, in tutto 
l’intervallo a...b, continue e derivabili. 


La funzione f(x) si dice crescente nel punto a = x se è 
à 


| f@+h)—f@)}>0 per h>0, 


(1) lI@+h—-f@<0., h<0; 


decrescente, se è 


N ETA f@<0. per h=>0, 


st) | fe +h) — f@)>0 n AZO, 


per tutti i valori di / sufficientemente piccoli in valore 
assoluto, 

Teorema. “ La funzione f(x) derivabile nell’ inter- 
» Vallo a..b, è crescente per e = se è f(x) positiva, 


n decrescente se è f’(x) negativa. ,, 


SIOTIIE 


Dal $ 245, d) sappiamo che preso e positivo piccolo a 
piacere, si può trovare è positivo e tale che per |h|< è, sia 


f(x + h) = f(a) + hf'(e) + hr 





dove è |n|< e. Per il valore «=, si faccia 


4 e<|//@)|, 
ne verrà che in 


fe+ n) —f@A= Alf +], 


la parentesi avrà il segno di f’(x), e quindi f(@+4)—f(®) 
avrà il segno di % se f'(x) è positiva, avrà il segno con- 
trario se f(x) è negativa. Osservando le (1), (1°), si vede 
subito che ciò dimostra il teorema. 

252. Si dice che la funzione f(x) ammette un massimo 
nel punto x = c, se, A essendo positivo e abbastanza pic- 
colo, è: 
® fc+M)-f(<0, fe-h)—f@<% 


si dice che ammette un minimo, se, essendo A positivo, 


si ha, per £ abbastanza piccolo 
@). fle+h)—flc)>0, fe-n)-fl)>0. 


Si possono esprimere le diseguaglianze (2) dicendo 
che se c è un massimo, la funzione è crescente a sinistra 
e decrescente a destra di c; le (2’), dicendo che se c è 
un minimo, la funzione è decrescente a sinistra e cre- 
scente a destra. | 

Dal teorema del paragrafo precedente risulta subito 
che: “ Una funzione derivabile non può avere massimo 


n 


o minimo se non per quei valori di a per i quali la 
» derivata si annulla. , | 


I termini di massimo e minimo si riferiscono qui, 
evidentemente, ai valori della funzione relativi a punti pros- 
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simi a c; non è quindi escluso che un minimo di una funzione 
continua possa essere maggiore di un massimo, non consecutivo. 
La curva rappresentatrice di una funzione può servire agevol- 
mente a rendere intuitiva questa osservazione. 

Data una funzione nell’intervallo a...6, abbiamo chiamato 
($ 206, c) suo massimo il limite superiore dei suoi valori, quando 
questo limite superiore sia effettivamente assunto. Per distin- 
guere questo significato del vocabolo massimo da quello ora 
definito, lo si specifica, quando vi possa essere dubbio, dicendolo 
massimo assoluto. Il massimo assoluto è generalmente mas- 
simo nel senso definito nel presente paragrafo, purchè non cada 
in uno degli estremi dell’intervallo, ma in un punto c compreso 
fra a e b; infatti le (2) sono generalmente soddisfatte, purchè 
f(x) non sia costante in un intervallo comprendente c. Anche 
questa osservazione è resa facilmente intuitiva dalla rappre- 
sentazione grafica. Un massimo che la funzione ammetta per 
x=€, è massimo assoluto per l’aggregato dei valori della 
funzione corrispondenti ai valori della variabile compresi fra 
che c+h. Analoga considerazione vale per il minimo. 


253. Teorema. “ Se nei due punti p,qg dell’inter- 
» Vallo a...b, in cui la funzione continua e limitata f(x) è 
» derivabile, essa prende il valore zero, la sua derivata 
, assumerà il valore zero in un punto almeno compreso 
» fra peg.» 

Infatti, se f(x) è zero in tutti i punti fra pe q, la 
sua derivata è zero ($ 245, a). Se no, essa sarà positiva 
o negativa in qualche parte dell’ intervallo p...g. Se è 
positiva, avrà un limite superiore finito ($ 206, è) perchè 
limitata, e questo limite superiore sarà massimo (assoluto) 


($ 214) cioè effettivamente assunto almeno in un punto 
f(c+h) — flo) 
h 
o nullo (4 positivo) e quindi tale è il suo limite per A =0; 
fle—1)— flo) 
— h 
tale è il suo limite; ma f(x) ha, per «= c, derivata unica 





ec. Alora, non può essere che negativo 





non può essere che positivo o nullo, e quindi 
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e determinata, onde /’(c)=0. Analogamente se f(x) è 
negativa, considerando il limite inferiore che è minimo 
assoluto. Il teorema è così dimostrato. 

Questa proposizione è nota sotto il nome di teorema di 
ROLLE. 

254. Il teorema del paragrafo precedente permette di 
precisare ulteriormente la formula (5°) del $ 245. 

Si consideri infatti l’ espressione 


_f@+)-f@), 
h ) 





g=file+t) — f(x) 


come una funzione della variabile reale #, lasciando fissi 
x ed h; peri valori di t compresi fra a—« e db—x, essa è 
finita, continua e derivabile. Ma per t —0, evidentemente 
contenuto nell'intervallo, questa espressione è nulla; lo 
è pure per t—=A, onde la sua derivata D,g 


[@+1)—f@) 
7 


Ù 





f(a+t) — 


è nulla per un valore #t, compreso fra 0 ed A. Ponendo 
t.=0%, dove 0 rappresenta un numero positivo minore | 


d’uno, viene dunque 





f'(@ + 0h) a 


cioè 
(3) f(c + h) = f(@) + hf'(R +04). 


x 


Questa formula notevole è comunemente detta “ for- 
» mula degli accrescimenti finiti. , 

255. “ Se una funzione f(x) derivabile in un inter- 
» Vallo a.... ha la derivata nulla in tutto l'intervallo, la 
» funzione è costante nell’ intervallo stesso. , 

Infatti, la (3) dà, comunque siano presi € ed a + 


in d...db, 


fe+1)=f@). 
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Ne viene che due funzioni derivabili, che in tutto un 
intervallo abbiano la stessa derivata, hanno in quell’in- 
tervallo differenza costante. 





B - FUNZIONI RAZIONALI INTERE. 
256. Abbiasi la funzione razionale intera 
(1) v=f(0) = et get. 44h, 


dove 4; 4;,)... a, sono numeri reali ed a, è diverso da 
zero ed in cui alla variabile si danno soli valori reali. 
Per quanto abbiamo veduto nei Cap. IX, X, XI, sappiamo : 

a) che f(x) è finita, continua, ad un valore reale 
per ogni valore finito dato ad «; e sono tali anche tutte 
le sue derivate f'(x), f"(x),... f©(@), l ultima delle quali 
è la costante n! a,;; 

b) per tutti i valori di «: 


A A 
2 Celi ae Li e 
so \@ |? |a] 
dove A è il massimo fra i numeri |a,|, |a,|,--- |@,|; la 


funzione conserva il segno del suo primo termine. Quindi 
per tali valori di x, f(x) ed f(— x) hanno ugual segno, o 
no, secondo che n è pari o dispari ($ 220); 

c) preso M positivo grande a piacere, si può deter- 
minare R tale che pera > R ed e <— Rsia|fl@)|>M,il 
segno di f(x) essendo quello del suo primo termine ($ 219); 

d) per x compreso fra — e ed e, e abbastanza pic- 
colo, il segno di f(x) è quello del termine noto, cui f(x) 
tende per € —=0 ($ 218); 


ti Li 


hg SARZI 
i pace 
n di . 4 


RT e n A. I AO RE 
ala e e i plinto 
l ,: e Pub È ia 1", i A A e 


i 
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e) la f(x) non può cambiare di segno se non annul- 
‘landosi ($ 215); e se le f(a), f(0) sono di segno contrario, 
vi è almeno una radice reale di f(x) fra a e 6; 

f) f(x) non ha alcuna radice per i valori di x sod- 
disfacenti a (2); 

g) se f(x) è di grado dispari, ha almeno una radice 
reale. 


La curva rappresentata, in coordinate cartesiane, dalla 
equazione y= f(@) ha un unico punto, a distanza finita, per 
ogni ascissa finita; essa è dovunque continua ed ha tangente 
unica, determinata in ogni punto. Le radici reali di f(x) sono 
le ascisse dei punti in cui la curva interseca l’asse delle x. 


257. Sappiamo che la funzione f(x) non può passare 
da valori positivi a valori negativi se non assumendo il 
valore zero. Ma reciprocamente se è /(c)=0, saranno 
f(c+h) ed f(c—h), dove A è positivo e sufficientemente 
piccolo, di segno contrario ? A ciò risponde il seguente 

Teorema. “ Se c è una radice (reale) di f(x), e se fra 
» le successive derivate di f(x), la prima che non si an- 
» nulla per a=c è di indice dispari, f(c— h) ed f(c+ hh) 
» hanno segno contrario; se la prima derivata di /(x) 
» Che non si annulla per x = e è di indice pari, f(c — kh) 
n ed f(c +4) hanno ugual segno. ,, 

Infatti, 

a h° h” 

f(c+h)= f(c) + hf'(c) + 79 f(C) +... + I Pa); 


Sia 





POSE 0 


Vigne allora 
2r+1 


h h 
(3) f(c+h) =; (ro Roo] fert®() + 3) A 


IPS 


La parentesi è una funzione razionale intera di £, che 






Dig NI SRO Pa UT n NIENTE EE 20 AN Pas eo ho a A a e e". 1 e PO 

rita pati ni RUI TR IM AR À oh è x 

PENTA A N OIPAT TA a) KIA ER a i 
1. "' È i - 
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per A abbastanza piccolo in valore assoluto assume il 
segno del termine indipendente da %, cioè di f@"+M(c): 
quello è dunque il segno di f(c+) poichè % è supposto 
positivo; cambiando ora f in — k, cambia il segno di 4°"! 
e quindi /(c— A) ha segno diverso di f(c + A). 


Se invece è 


{O=M =.= ZO, 


viene 


hîr h 
@ fc+n=alo+ greto +.), 





e perchè 4° e (—A)? hanno lo stesso segno, per A abba- 
stanza piccolo tanto f(c+4) che f(c—A) hanno il segno 
di f”(c), cioè ugual segno. 

258. Teorema. * I massimi e minimi di /(x) possono 
» avere luogo solo per quei valori di xa per i quali f'(x) 
si annulla. Si ha un massimo od un minimo per a = e, 
» quando, essendo f’(c) —0,la prima derivata di f(x) che 
non si annulla per «=c è d’indice pari; se essa è 


positiva per € = c, si ha un minimo; se negativa, si 


n 

» ha un massimo. Se la prima derivata che non si an- 
» nulla è d’indice dispari, non si ha nè massimo nè 
» minimo. , 


La prima parte del teorema risulta immediatamente 
dal $ 252. Ciò posto, sia f®”(x) la prima fra le derivate 
di f(x) che non si annulli per a=c. si avra allora, dalla 
formula di TayLor ($ 238): 


n 


f(c+h)= f(c) + Sri 1 ATO) ta + sa r f°(C), 
| ossia 


h 
GI fe+ n Oem +.) 
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La parentesi del secondo membro contiene una funzione 
razionale intera di A, che per £ abbastanza piccolo in 
valore assoluto assume il segno del termine indipendente 
da A, cioè di f@”(c). Se dunque è 


fe) >, 

essendo 4°" positivo al pari di (— 4)?”, si avrà da (5): 
flc+h) — f(e)=>0, fle-h—-f@>0; 

cioè f(«) ha un minimo per x = c; se è invece 


rm) <0, 
si avrà 
dr O enni ACI EI VANE SCSI AE 


ed f(x) ha un>:massimo per a=e. 
Sia invece f@"—D(x) la prima, fra le derivate di f(x), 
che non sì annulli per «= c. Si ha, dalla stessa formula : 


pieni h" 
E ) 
TAI FD) +... + zi ao) 





f(lc+h)= f(c) + 


ossia 
2r_1 


{+ -f7)= do (> Da se GO 1) i 


La parentesi del secondo membro contiene, anche qui, 
una funzione razionale intera di A, che per A abbastanza 
piccolo in valore assoluto assume il segno del suo termine 
indipendente da }, BASSE Se è dunque f—(c) SU 
essendo 4°"! positivo per A positivo e (—Ah)?"-! negativo, 
sarà 


flc+h) — f@) 0, fe-h)-fS0, 
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e quindi /(@) è crescente nel primo caso, decrescente nel 
secondo: non vi è dunque in e nè massimo nè minimo. 
Nei casi più frequenti, essendo f‘(c) =0, non sarà f‘{(c) =0, 
e quindi si avrà un massimo se sarà f”(c) < 0, un minimo se 
sarde (e), > 0. 
Si cerchino ad esempio i massimi e minimi di 


(2) f(ae) = x — 15x* + 63x + 4 


sì porrà 


Fi(0)i=.9x°-— 307 63 0 


e si ottengono i valori e—=3, a =7, che soddisfano a questa 
equazione. Essendo poi 


LAO A 19, 


ne viene che f(x) ha un massimo per ax—=3, un minimo 
PIOIIRE: => A 
Poichè la derivata di f(x) per x=c è il coefficiente 


angolare della tangente alla curva 


y=f) 


nel punto di ascissa x = c, così si conclude dal teorema 
precedente che “ nei punti di massimo o minimo, codesto 
» Coefficiente angolare è nullo, cioè la tangente alla-curva 
» nei detti punti è parallela all’ asse delle x. , 

259. Il teorema di RoLLE ($ 2583) ci dice che fra due 
radici reali di una funzione razionale intera vi è sempre 
almeno una radice della derivata. Ne segue subito il 

Teorema. “ Fra due radici reali consecutive di f/(), 
n ve n’è al più una di f(2). , 

Poichè se ve ne fossero almeno due, fra queste si 
troverebbe qualche altra radice di f(x), Contro l’ ipotesi 


che le due considerate siano consecutive. 


i PIRO e 


260. Essendo sempre y—= f(x) la funzione razionale in- 
tera (1), si consideri la curva che la rappresenta; sia (fig. 4): 


pf c=04 unascissa; 
S 7?) = AM l’ordinata 
corrispondente; 





h= AB un incremen- 
to dato a c; 

f(c+h)= BN l' or- 
dinata corrispon- 
dente all’ ascissa 


Ck h. 


Condotta la tangente 

tin M, BTEsia l'or- 

dinata della tangente, corrispondente all’ascissa c + 4. 
La BN è'data dalla formula di TAYLOR: 


Fig. 4 


i hz h 
BN=f(c+h)=f(c) + hf'(0) + DI, PF ni Fee) 


l'equazione della tangente #, il cui coefficiente angolare è 
f'(c), è data da 
| y-fo)=f)@—%, 


onde per *=c+-A, l’ ordinata della tangente è data da 


BT = f(c) + hf'(c); 
ne viene 


h° h | 
BN BT = 1.3 (0 DAI f'"(c) + 4) : 


Abbiamo qui, entro la parentesi del secondo membro, 
una funzione razionale intera di A, che per A abbastanza 
piccolo assume il segno del suo primo termine; e quindi 


si avrà 
| BN BT=>0 per FK) >0, 


BN + BTZIO ero) ZIO 
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Ciò posto, “ si dice che la curva y= f(x) è concava 
» rispetto all'asse x per quelle ascisse per le quali le ordi- 
» nate della tangente sono, în valore assoluto, mag- 
» giori di quelle dalla curva; convessa nel caso contrario. ,, 
Se la curva ha,in un intervallo, le ordinate positive, 


la convessità avrà dunque luogo per BN > BT, cioè: 
f(e)>0, f"(c)>0; 


se ha le ordinate negative, la convessità ha luogo invece 
per | BN|>|BT|, cioè BN < BI, e quindi: 


file <0, f"()<0. 


La concavità ha luogo, invece, per ordinate positive se 
BT > BN, cioè | 
fe) >0, f()<0, 

per ordinate negative, se | BT|>|BMN], cioè BT < BN, 


ossia 
fo)=0; (= 0. 
Onde: 


“ la curva y= f(x) è convessa rispetto all’asse delle x 
» negli intervalli in cui f(x) ed f""(x) hanno uguale segno, 
» concava, negli intervalli in cui f(x) ed f”"(x) hanno segno 
» contrario. ,, Codesti intervalli non possono essere limitati 
che da punti in cui almeno una delle f(x), f(x) si annulla. 

261. Quando è f(c)=|=0, /"(c)—=0, essendo /”(c) di- 
verso da zero, f”"(c — h) ed f""(c+ Ah), sempre per A abba- 
stanza piccolo, sono di segno contrario, e la curva quindi 
muta la concavità in convessità o vice versa, attraver- 
sando .il punto [e, f(c)]. Si dice punto d’ inflessione della 
curva un punto per la cui ascissa c è /"(c)=0. 


Così, per la curva data dall’ equazione (x) al $ 254, il punto 
d’inflessione si ha per l’ascissa x che rende 


ta 00 





cioè per c= 5. 


P "ta CARL o st e A A ast Miei DA 5” Ai 
di) DIE LIPSIA IRE IRC ENTE PGE TNA TESO A TT I MORTI ufo! piau di Pi aa Sr RN 
= , è “ae 4 PATTI 54 fe e Wa “ . wi 
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Non sempre la concavità si muta in convessità, o vice 
versa, attraversando un punto d’inflessione. Ad esempio, se 
fosse 


f(e) rara su O, f'(c) =|= O; fe) urta 0, REM (9) =|- 0 


f(c—h) ed f(c+Ah) sarebbero di segno opposto e così f"(c—h) 
ed f”"(c+h) ($ 253) e quindi tanto per c—A che per c+’ 
il carattere della curva, di essere concava o convessa, si 
manterrebbe lo stesso. 


Il teorema del $ 257 permetterà di discutere con precisione 
i varî casì cui si può dare luogo. 

Sia f(c)=|=0, /"(c)=0, e la prima derivata che, dopo 
f''(c), non si annulla per x = e, abbia indice dispari. AUD 
la concavità si muta in RE o vice versa, attraversando 
il punto d’inflessione. La prima derivata che, dopo f”(x), non 
si annulla per x =c sia d’indice pari: allora il carattere della 
curva, di essere concava o convessa, non muta attraversando il 
punto d’inflessione. 

Sia f(c) =0, f'(c)=|=0; f”(c)=|=0. Il punto d’ascissa 
x=c non è punto d’inflessione: però la concavità si muta in 
convessità o viceversa passando da c — A a c + A. 

Sia f(c)=0,.f'(c) = 0, e sia f(x) la. prima. derivata 
che non si annulla per «= e. Essendo allora 


grt1 
f(c+h)=- 1910) anferzurE] FUTE] DEDE 
r— hr! i 
f''(c+h)= VEE] (0) ZOO TI rai (3 e SIP 


si vede che f(c+4) ed /"(c+h), f(c—h) ed f"(c—h) hanno 
il medesimo segno, e quindi, qualunque sia r, questo caso dà 
sempre luogo a convessità, da una parte e dall’ altra del punto c; 
sia c punto d’inflessione (r > 2) oppure no (r = 2). 
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CAPITOLO DECIMOTERZO 


Le serie di potenze. 


262. “ Una serie 
1 2 n 
(1) dg FAL +10 + + Ad +0. 


» Ì cui termini sono ordinati secondo le potenze intere 
pa positive crescenti di una variabile x, dicesi serie di 
pi ipotenze di x. 

La serie di potenze è data quando sia data (v. $ 147) 
la successione 

GIOIE dad 

detta dei coefficienti della serie. I coefficienti possono essere 
numeri qualunque, reali o complessi, e anche alla variabile 
si attribuiscono valori reali o complessi. 

Serie maggiorante della serie data è quella in cui i 
coefficienti sono sostituiti sia dai rispettivi moduli, cioè 


(2) |@|+|0,]&+...+|0,|2°+.., 


sia da numeri positivi rispettivamente maggiori. 

Si ha subito ($ 158) che “ se una serie maggiorante 
è convergente per un valore positivo c dato ad x, la 
serie (1) è convergente assolutamente per tutti i va- 
lori x tali che sia x<c. ,, 

Ma si può dare una proposizione più efficace per lo 
studio della convergenza di (1), e cioè il 
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Teorema. * Se esistono due numeri positivi c, g, tali 


» Che, per tutti i valori di n da un indice in poi, sia 
(3) ì | An | GE I, 


n la serie (1) è assolutamente convergente per |x|<c. , 





Infatti, sia |x|=r<<; viene da (3): 


x n 
aa 1<g(£) 


cioè, da un indice in poi, i valori assoluti dei termini 
di (1) sono minori di quelli della progressione geometrica 


di ragione "<1, e quindi la (1) è convergente assolu- 
tamente. 

Per ogni |x|<e è convergente anche la serie mag- 
giorante (2), come pure qualunque serie che si deduca da 
questa moltiplicando ì termini per numeri arbitrarî, ma 
pei quali la successione dei moduli sia limitata superior- 
mente. 

Dal teorema precedente risulta che “ se la serie (1) è 
» convergente per un valore a = %,, è assolutamente con- 
.» Vergente per tutti i valori x inferiori in modulo ad 4). » 

Infatti, se Xa,x,” è convergente, i suoi termini tendono 
a zero e quindi sono tutti inferiori, in valore assoluto, ad 


un numero positivo g. È dunque 
| any |< 9; 


cioè la condizione del teorema precedente è soddisfatta ; 
la serie (1) ed anche la (2) convergono assolutamente per 


[e|]<|® 





263. Consideriamo sostituiti in (1), al posto di «, i 
numeri reali positivi; se, fra questi, un numero «x rende 
la (1) convergente, la renderà talé ogni numero minore 





PR ON MELE EE TRIO) RIESI N TT MIN RI rp OT SR è; 
GIS, IR il NIRO n 4 ae, i fi : 
Li NT Ì , fn - \ ; 
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di x; se un numero f non la rende convergente, non la 
renderà convergente un numero "> ff, poichè ciò ver- 
rebbe a contraddire all’ ultima proposizione del paragrafo 
precedente. Si vede dunque come si possa eseguire una 
sezione ($ 82, a) nell’insieme dei numeri positivi, ponen- 
dosi unnumero positivo in una prima classe A se rende 
la serie (1) convergente, in una seconda classe A’ se non 
la rende convergente. Ogni numero positivo entra così 0 
in A 0 in 4’, e ogni numero di A4 è minore di qualsiasi 
numero di A’. Esiste dunque un numero reale (positivo 
o nullo) p rappresentante della sezione, in guisa che ogni 
numero positivo minore di p rende la serie convergente, 
ogni numero maggiore non la rende tale. Vi può essere 
dubbio solo per il numero p medesimo. 

Ogni numero @, tale che sia |a| <p, rende la serie (1) 
convergente (anche assolutamente). Ogni numero « tale 
che sia |a|>g, non la può rendere convergente. Per- 
tanto, il cerchio di centro x =0 e di raggio g, descritto 
nel piano della variabile complessa x, gode della proprietà 
€ che per ogni punto interno al cerchio, la serie è con- 
n Vergente assolutamente ; per ogni punto esterno la serie 
, non è convergente. ,, 

Peri punti della circonferenza non si può dire nulla finchè 
alla serie (1) si lascia tutta la generalità. 

Il cerchio così considerato viene detto cerchio di con- 
vergenza della serie (1); il suo raggio o è detto raggio di 
convergenza. 


Entro il proprio cerchio di convergenza “ una serie 


, di potenze è funzione finita e ad un valore della varia- 


» bile 2. ” 
Nei cerchi concentrici al cerchio di convergenza ed interni, 
la serie converge e converge anche sulla circonferenza ed anche 


o fe Paci 


ic 


h; Pie 1 Li ia Meet kg Si APE A MOVI LI n VI © de 
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in qualche punto esterno. Il cerchio di convergenza si distingue 
da questi perchè la convergenza non può avere luogo oltre alla 
sua circonferenza. : 


Il raggio di convergenza di una serie può essere 


nullo; così avviene, ad es., per la serie “ potenze 
Snla” 
la quale non converge per alcun valore di x, tranne a =0, 


come mostra il criterio del $ 160; il raggio di conver- 
genza può essere finito, come per le serie di potenze 


to vida 
e(7 ) i ra 
PIT RIDI (IA DAG. | 


che hanno i raggi di.,convergenza 1, 1, 2; può infine 


essere infinito, come per le serie 
Apee Es pali 
- Din Dim 


che convergono ($$ 159, 160) per qualsiasi valore finito di x. 
264. Abbiasi la serie di potenze 


(4) d(@) Dax”, 
n=0 


, 

avente o come raggio di convergenza. Sia r un numero 
positivo inferiore a o (');} la serie c(2) è assolutamente 
convergente in ogni punto interno al cerchio (0, 7) o sulla 


sua circonferenza, cioè per |ax|<r. E convergente quindi 





anche la serie maggiorante (2) per «x =7r, cioè Z|a,|r®, 
e per conseguenza il termine generale di questa serie 
tende a zero al tendere di n all’infinito. Pertanto tutti i 





(1) Indichiamo per brevità con (a, r) il cerchio avente per centro 
il punto rappresentante il numero complesso a e per raggio il numero 
positivo r. 





EPTO, PE 


PRE RTRT TL n eee 1 
PELI MT a "4 h 
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termini |a, 





r” sì mantengono minori di un numero posi- 
tivo assegnabile M, che può essere, per es., la somma 
stessa di X|a,|r", e si ha quindi 

M 


ps 


265. a) La disuguaglianza precedente, in qualche modo 
reciproca del teorema del $ 262, permette di dedurre no- 
tevoli conseguenze sulle serie di potenze. Dapprima, si 
può assegnare un numero superiore in valore assoluto al 
resto della (1). Si consideri infatti il resto 


I SAI I I A ORA ta SAS PIO e IA. 


per |x|<; potremo sempre prendere » positivo tanto 
prossimo a g ed inferiore, che sia anche 


diri, 


. Viene 





dove si è posto c=|a 


aero alan ea |, 
e per la (4) 
eo tl e e? 
| R(%) |< MEI (1 *t* Ri CEI ni ia si) 
o infine 


(5) ; ir <(È) eli 


pia 





questa disuguaglianza è valida non solo per |e|=c, ma, 
a fortiori, entro tutto il cerchio (0, c). 

b) Si voglia ora rendere il resto della serie (1) in- 
feriore in valore assoluto ad un dato numero positivo e. 
Si avrà da trovare n tale che sia 





ne 


19 





ATL A: ai 





102, Pe Sali PA PRSISTRI I VER AOLO È ARIRONI 1 ; 7 È 
BILIE, RIGO VRETI SRO ARR IR ARIES. VEE RIA SCRIVI 
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ossia 
c\". e(rtT—-c) 
di (*) TM 
Ma, poichè è c<r, si può sempre trovare un n tale che 
la (6) sia soddisfatta per n>n ($ 145, a): onde per n>n 
il resto R,(a) è in valore assoluto minore di e, e ciò 
indipendentemente dal valore dato ad «, purchè 
x si trovi entro il cerchio (0, c) o sulla circonferenza. 
Quando i termini di una serie sono funzioni di una o più 
variabili, i cui valori costituiscono una classe C, si dice che 
la serie è convergente uniformemente in C' se, preso e pic- 
colo a piacere, si può determinare un n tale che, qualunque 
sia ilsistema di valori delle variabili in C, il resto 
della serie sia minore di e in valore assoluto, per ogni n > n. 
Usando di questa locuzione, possiamo dire “ che una serie 
» di potenze è convergente uniformemente in ogni cerchio (0, 7) 
» interno al cerchio di convergenza. ,, Lo è quindi anche in ogni 


area interna al cerchio di convergenza e senza punti comuni 
colla circonferenza. 


266. Si riprenda la serie (1), e si supponga che a, sia 
differente da zero; inoltre, la serie abbia un raggio non 
nullo di-convergenza. La somma dei termini dal secondo 
in poi, entro il cerchio (0, c), è per la-(5), 

Meo, 
TEMO 





VELI rm AP SPA E 





Ora qui si può prendere c tale che sia: 


Mc 
TIE 





<|@|: 
onde 
7 | do | ] 


‘SM 


allora, in tutto il cerchio (0, c), il modulo della somma : 


dei termini, dal secondo in poi, non raggiunge il modulo 
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del primo termine, e quindi non potrà annullarsi il và- 


Jore della serie (1). Abbiamo dunque che “ data una serie 


» di potenze, in cui il termine indipendente da x non sia 
» Zero, esiste un cerchio (0, c) interno al cerchio di con- 
, Vergenza, entro il quale la serie di potenze non si può. 
» annullare. ,, 

Si supponga invece che a, sia nullo. Sia allora a, il 


primo coefficiente di (1) che è diverso da zero, in guisa che 
(e) (A, + dq]0 + dp + e); 


qui la serie entro parentesi ha il termine indipendente 
da «x diverso da zero, e perciò esiste un cerchio (0, c) 
entro cui non si annulla. In questo cerchio, c(x) è dunque 
nulla nel solo punto 2 =0, e si ha quindi il 

Teorema.“ Qualunque serie di potenze di cui non tutti 
, 1 coefficienti siano nulli e che ammetta un raggio non 
» nullo p di convergenza, ammette anche un cerchio (0, c), 
» co, entro cui essa non si può annullare, eccettuato 
aal‘più: i pantdiaez90.0, 

267. a) “ Due serie di ‘potenze della variabile « si 
» dicono identiche quando hanno uguali i coefficienti delle 
y Stesse potenze di «x. , 

L'identità delle serie di potenze Za,x”, 20,0” signi- 
fica dunque 

0 base 


Due serie di potenze identiche hanno lo stesso cerchio 
di convergenza, entro cui prendono ugual valore in ogni 
punto. 
b) Reciprocamente: “ se due serie di potenze 


cla) =Ya,x", ta) = be" 
n=0 ==0 


PE RR AZINET EROI 
7 e MR cre Pei PU enni 
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» prendono ugual valore per ogni punto preso entro ad 
» un cerchio (0, c), interno ad entrambi i cerchi di con- 


» Vergenza, esse sono identiche. ,, 


Infatti, la serie 


o(x) — T(e) LEE — db) x" 
i n=0 


è convergente ($ 164) entro il cerchio comune ai due 
cerchi di convergenza, ed è nulla in tutto il cerchio (o, c). 
Ma ciò (paragrafo precedente) è impossibile se essa ha 
anche un solo coefficiente diverso da zero. Onde è 


Ha 0 i (De De 


cioè le serie c(x), t(x) sono identiche. 

Parimente, si può concludere all'identità delle serie 
c(x), t(x) sotto una condizione anche meno restrittiva. 
Basta infatti, per il $ 266, che nel cerchio comune di 
convergenza, “ esista un aggregato di punti in cui le due 
serie prendano ugual valore e tale aggregato abbia a =0 
come punto limite, per concludere che X(a, — d,)a? 


n» 
non può avere i coefficienti diversi da zero, e quindi 


n» 
» Che le due serie Za, x, 2b,x” sono identiche. ,, 

Questa proposizione costituisce il principio di identità 
per le serie di potenze. Esso si può riguardare come esten- 
sione di quello stabilito per i polinomî razionali interi 
al $ 223. 

268. Si è gia osservato che la serie (1) è, entro il suo 
cerchio di convergenza, una funzione c(x), ad un valore 
e finita, della variabile complessa %. 

“ Essa è inoltre continua per ogni punto «@ interno 
, al detto cerchio; ,, cioè, preso e positivo piccolo a pia- 
cere, esiste un è tale che per |h|<è sia 


(7) |oW+h) — c@)|<e. 





Ki ) Dal 
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Infatti, ad e si può ($ 265, 6) fare corrispondere un n 
tale che per n> n, e qualunque sia x nel cerchio (0, 7) 
interno al cerchio di convergenza (del resto prossimo a 
questo cerchio quanto si vuole) sia il resto ,(«) della 
e 


3° Preso dunque x 


serie inferiore, in valore assoluto, ad 


a piacere in (0, r), ed 


\al<r—-|@], 


con che x +4 è ancora entro (0, r)} si avrà: 


— e — 5 
r@|<i, |AE@+4)|<3. 
Ora posto, 
Une) A + 4X + 430° +... + 4,0", 


questa è funzione razionale intera di «x, e quindi ($ 218) 
[i 
continua; corrispondentemente ad 8 esiste dunque un 


DI 


numero è, tale che per |h|<d, è 


+) — a) <3. 
Ma | 
o(a)=a,(e) +P,(x), oc(e+h)=a,(c+h)+R,(c+h), 
onde 


|o(e+h)—c(@)|<| dn(0+h) — a,(e)|+|R.(e+h)|+|R,(2)] 


e quindi, per |h| più piccolo del minore fra i due numeri è, 
ed r—|x|, sarà 
|o@+h)—o(@)|<e; 


la continuità di o(x) entro (0, r) è così dimostrata. 
269. Come esempio di serie di potenze, abbiamo la 
progressione geometrica 


(8) | 1+ta+2°+..0"+.., 
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il cui raggio di convergenza è 1; essa rappresenta, entro 
il cerchio (0, 1), la funzione razionale fratta 


1 


tx è 





Se si considera l'identità 
IST 1 AE il 
1—-xTl-a—(e—-a)" LT AN 
1 (1 = 2°) 








a è 
il secondo membro si può sviluppare in progressione 


TA. E 
3 sotto la condizione 


geometrica di ragione VELE 


(9) 


vale a dire entro il cerchio (a, |1—a|), cioè di centro a 





—a|<|1—al, 


e passante per il punto 1. Entro questo cerchio, la fun- 
zione (1—x)7! ammette dunque lo sviluppo, 


1 e @ (e — a)? 


(10) Trota ue: A= a sha A _ aq) tei 


in serie di potenze della variabile x — a. Non vi è dunque 

punto a del piano in cui, per la funzione (1— «)7}, non 

sia possibile un tale sviluppo, ad eccezione di a=1. $i 

noti ancora che 

i CEI IE AA 
lie 1 DOLL orti 


convergente per |a|>1. Quest’ ultimo sviluppo è una 
1 l 

serie di potenze di 7) 889 è convergente fuori del 

cerchio (0, 1). 


Notiamo che le circonferenze (0, 1) ed (a,|1—a]|), che 
limitano la convergenza degli sviluppi in serie (8), (10), (11), 
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passano tutte per il punto @ = 1, in cui la (1—@)} non ha 
valore finito. 

270. Sulla circonferenza di convergenza, una serie di 
potenze può convergere, divergere, o essere indeterminata. 
Il lettore consideri, come esempî, le serie 

li 05° 
PIT 
Spopo: n n°) 
che hanno tutte e tre il raggio di convergenza = 1, nei 
punti + 1. 

Lo studio delle serie di potenze sulla loro circonfe- 
renza di convergenza presenta spesso gravi difficoltà: in 
proposito, è bene conoscere la proposizione seguente. 

Teorema. * Sia la serie c(x) = Xa,x”, col raggio 1 di 

Li 
n» Convergenza, la quale sia convergente per a =1 ed: 
» abbia per somma s. Si ha 
(a) lim 6(x) = $, 
x_i 
» Ove s’intenda che x varî per valori reali positivi. ,, 
Preso infatti e positivo piccolo a piacere e posto 


S,=4 +4, + dg +... + 4, 


prendiamo n tale che sia, per n>n, e detto 7, il resto 


della serie s, 


(5) |T.|=]8n-8|< 


Dm 


Essendo £,(x) la somma parziale ed R,(x) il resto della 
serie c(x), abbiamo, 


Ri (e) = aeita, ei g 4901? + 


Z (Sn 8n)£% + (Enya np) + 


= (1 (8,410 + Snipa +.) — 00” 


Ln 
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e, per la (0), posto s,4,=8 +8; dove è [e,[< Di 


6 
R.(@)=(1— 2) + a"t1+...)s + Xe,e*] — 8,0% = 
h=n+1 


a = (1-5) 2a + (s— S,)x”. 


Pertanto è: 


5 
PARCALE = 6 ati + (s — 8,)c0%,. 


e poichè è a <1, \s—s|<7; 
sarà ve 

e 
Ora si ha 


o(e) — s= Sa) + Re) — Ss. Tn, 
e perciò 


lo(@) — | < ra} +|S@=%l; 








n 





Pere: A può prendere «x abba- 


3 t 
stanza 3 San ad 1 perchè la funzione razionale intera 


S.(€) — s,, che è nulla per a=1, sia in valore assoluto 


, onde per tali valori di x è 


W|m 


minore pure di 
|\o@) —s|]< e; 


con ciò la (a) è dimostrata. 

Da questo teorema, facendo a =xx’, si ha subito che 
se la serie Za,x” ha per raggio di convergenza |a|, se 
» inoltre per il punto « della circonferenza di conver- 
» genza essa risulta convergente ed ha per somma s, il 
» Valore della serie tende ad s quando a tende ad «x lungo 
31119921040. 

In altri termini, la funzione c(x) è continua su tutto 
il raggio 0...x, da 0 ad « incluso, se le si attribuisce il 
valore?s.per 4.=.x% 
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271. (') Riprendiamo la serie c(x) = Xa,x”, e fissiamo 
due punti x, x +4 tali che sia © 


(12) 


Il punto a +4 viene quindi ad essere interno al cerchio 


(e,p—|a 





XA 





<?; |ef+|A|<e. 





). Si ponga 

|e|l= Ss |2k="%; 
e si consideri la serie maggiorante, 
(13) Z|an|E+m". 


Essa è convergente, per le condizioni (12): sia S la sua 
somma. Poichè si può scrivere: 


{n 
S=2Z[a,|[5Y-+ nt + ( Jon +... +7], 


se ne deduce che lo specchio 


Co 
Aa;}X A, 
(14) midi dava hi 


dg 0a daghe SE a hi 


è tale che “ la somma di un numero qualunque finito di 
» valori assoluti dei suoi termini, comunque estratti, è 
» inferiore ad $S. , E dunque soddisfatta la condizione 


del $ 165, A) per le serie doppie, e quindi, nella serie 


(15) o(r +4) = Za,(e" + na"-!h + (9a +... +4), 
n=0 


(1) Lo studio di questo paragrafo e dei tre successivi richiede la 
conoscenza della teoria svolta. nel $ 165. 
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la somma non si altera, qualunque sia il modo in cui se 
ne ordinano i termini. ‘Potremo dunque, in particolare, 
ordinarli secondo le potenze crescenti di A, ed otterremo 
così lo sviluppo 


(16) (+4) =a,+@,0+@,£°+...AnX"+.. 


+ h(a,+2a,0 +3a,x*+..+ Na ,0"T+...) 
2 


h 
ET E 


= »_id@ è fé o te è è. 6. CI . e e. SA IE NE EI e) al gi) b) 


il quale, sotto alle condizioni (12), è assolutamente con- 
vergente. 

Esso converge dunque per ogni valore di x interno 
al cerchio di convergenza della (1), e, fissato «, per ogni 


valore di 4 in modulo inferiore a p —|x|, cioè tale che , 


il punto rappresentativo di ax +4 venga ad essere interno 
al cerchio di centro x tangente internamente al cerchio 
di convergenza. 

272. a) Esaminando lo sviluppo (16), si vede dapprima 
che il termine indipendente da & non differisce dalla 
serie c(x) medesima. Di poi, il coefficiente di A è dato da 


(17) a, + 2030 + 3A30° + i + NA LLC + 1; 


cioè da una serie di potenze di x, convergente entro lo 
stesso cerchio (0, o) e che si ottiene applicando alla o(x), 


termine a termine, la regola di derivazione enun- 


ciata al $ 237. Indicheremo questa serie con o’(@). Pas- 


hè 
drei 
serie di potenze, pure convergente ($ 271) entro il cerchio 


‘sando al coefficiente di si vede come sia dato dalla 


medesimo: 


1-2a,+2-3a,;£x +3-44,x° +... + Mn 1), +. 


STEM AIPTERI PELTEI NO gg Ve e ME : 
«ge. ATTS basi * da = SA Pe SÒ pet 4 2) 1% Mi VC b ie 1 
: LE Agi e È ° i 
" ì } 


fai: di} 
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È .@ . 
ottenuta applicando a 0'(a), termine a termine, la mede- 
sima regola di derivazione: questa serie si indicherà con 
De REI Ra 
o”(x). Così pure, il coefficiente di 1.9.3) © la serie di 


(x) ottenuta applicando a o” la regola di deri- 


III 


potenze o 
vazione, e così di seguito, come si vede con facile indu- 


zione; in guisa che lo sviluppo (16) può scriversi: 


h? 9/0 
(17) oc(e+hA)=0(x) + ho'(a)+ 1.992) ENTRE (2) +... 


2-3 


dove, tenuto x fisso, il secondo membro è una serie di 
potenze di A, convergente per 


(18) safe @r osta) 


b) Dalla (17) otteniamo, come espressione del rap- 
porto incrementale 


Ah) = 


o(x + Ah) — 0(a) i 
h ) 


la serie di potenze di A: 


/ h UA hî IST 
i (hh) —_ 0 (c) + 1-2 0) (2) Si 31 O. (2) nnt 


Ma questa (S 268) è una funzione continua di % in ogni 
punto interno al cerchio definito da (18); in particolare 


nel punto A—=0. Si può dunque, preso e. positivo piccolo 


- 


a piacere, determinare è positivo e tale che per 


lal<èò<o—|@|, 
sia 
IAx(R) -Ax(0)] <8; 


ma À,(0)=0'(x), onde per |h|<òè è , 


o(x + h) — c(2) 
- SE 





oe) <e. 


290 
Ciò equivale ($$ 128, 138) a dire che è 


._ (+4) — (e) 
a na 





0); 
“ la serie 0°(x) è dunque il limite cui tende, per 4=0, 
» il rapporto incrementale di c(«), qualunque sia il modo 
» con cui A tende a zero; essa è quindi la derivata 
» ($ 244) di o(@). , | 

Similmente 0’”(x) è la derivata di 0’(x), cioè la deri- 
vata seconda di c(x), 0”(x) la derivata di 0”(x), cioè la 
derivata terza di c(x), e così via. Riassumendo, possiamo 
dunque enunciare il seguente 


Teorema.“ Una serie di potenze è, entro il suo cerchio 
» di convergenza — circonferenza esclusa — una funzione 
, ad un valore di variabile complessa, finita, continua 
» © derivabile; essa ammette, oltre alla prima derivata, 
» anche le successive seconda, terza... indefinitamente. 
» Ciascuna di queste derivate è data da una serie di po- 
» tenze di x, convergente nello stesso cerchio della serie 
, data. La prima derivata si ottiene dalla funzione, e la 
» derivata nsma dalla n—1"”, applicando, termine a ter- 
, mine, la regola di derivazione delle potenze di x. , 

La serie (17) si dice formula o serie di TAYLOR relativa 
alla serie (1). 

La formula di TAayLoR relativa ai polinomî, stabilita al 
$ 237, ne è evidentemente un caso particolare, che si ritrova 
supponendo nulli tutti i coefficienti della (1) dall’ n + 10 
in pol. 

c) Dalla (17), facendo a =0 e cambiando % in «, si 
ha, sotto la condizione (12) che ora diviene |a|<p:. 


taz 7 a 
II E 08) 
RA 0) Poi oneri) (0) +... 





(20) o(x) =0(0) + x3'(0) + 


mA 


4 
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(prima formula di MACLAURIN); per il principio di identità 
($ 267, 6), ne verrà: 


pa (0) 
9 ARE 
Sha, in 


n 





Dalla stessa (17), facendo «= a ed A=«x—a, si ha, 
sotto la condizione (12) che ora diviene 


(22) \al<op, |al+]a—a]<p, 


la seconda formula di MACLAURIN: 


9”(a) 


(23) c(ex)=0o(a) + 0(a)(x — a) + 1.5 





(C_- a)+.. 


lo) A 
n! 





(rT—- a) +..., 


che dà lo sviluppo della funzione c(x) in serie di potenze 
della variabile x — 4; lo sviluppo stesso converge, per 
le (22), entro il cerchio (a, p—|a]). 

2753. In un punto a interno al cerchio di convergenza, 
non possono annullarsi ad un tempo c(x) e tutte le sue 
derivate, a meno che c(a) non sia identicamente zero. 

Infatti, se sono nulle tutte le derivate insieme alla 
funzione per «= a, nello sviluppo (23) sarà c(x) identi- 
camente nullo in tutto il cerchio (a, p—|a|) e quindi 
($ 245, a) vi saranno nulle tutte le sue derivate. Consi- 


deriamo un punto 6 posto sul raggio 0a, fra 0 ed a alla 
e lal 
2 





distanza da a; la funzione c(x) sarà dunque nulla 


in d con tutte le sue derivate, e quindi nulla in tutto 

il cerchio (6, o — |b|). Consideriamo poi un punto c posto 

i i 
2 


su 0a, fra 0 e d, alla distanza da 6; la funzione 


sarà nulla insieme a tutte le sue derivate per x=c, e 


‘quindi sarà nulla in tutto il cerchio (c, p— |c|]). 





di 
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Basterà evidentemente ripetere questo procedimento 
un numero finito di volte, per giungere a trovare che o(x) 
è costantemente nulla in tutto un cerchio includente il 
punto «=0; essa è quindi ($ 267) identicamente nulla. 

La stessa dimostrazione vale a provare 'che se nel 
punto a sono nulle tutte le derivate di 0(2) a partire 
dalla rx + 1%” o(x) si riduce ad un polinomio razionale 
intero di grado r. i 

274. Sinora i coefficienti della serie di potenze ed i 
valori dati alla variabile si sono supposti generalmente 
complessi. Supponendo, d’ora in poi, che 


Ao, A, Raggi A, speo 


siano numeri reali, e che ad «x si diano soli valori reali, 
risulterà dalle cose esposte più sopra, che la serie 


(a) =, + UL + AL +... + Ay0 + ce. 


di cui p è il raggio di convergenza, “ è una funzione 
» reale della variabile reale x, ad un valore, finita, con- 
‘4 tinua, derivabile, e tali saranno le sue derivate di tutti 
» gli ordini, per tutti i valori di x tali che sia 


(24) ne Cio 


» (gli estremi esclusi). , i 

Per questa funzione valgono le proprietà indicate nei 
$$ 251 e seguenti, oltre a quelle che risultano dal pre- 
sente Capitolo. Così: 

| a) Nell'intervallo (24), la (1) sarà crescente o de- 
crescente secondo che la derivata prima sarà positiva o 
negativa. ; 

b) La funzione non potrà essere nulla nè costante 

lungo tutto un tratto dell'intervallo (24), a meno di os- 
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sere nulla o costante in tutto l'intervallo stesso. Vale per 
ciò la dimostrazione stessa del $ 273. 

c) Se nei punti p, g dell'intervallo (24) la o(x) si 
annulla, (x) è nulla almeno in un punto compreso fra 
p e q. Onde, fra due radici consecutive di 0o’(x) nell’in- 
tervallo (24) vi è al più una radice di c(x). 

d) Per valori di x abbastanza piccoli in valore asso - 
luto, la serie (1) assume il segno del termine indipendente 
da «; cioè di a,. 

e) Se a è radice di o(«), e c(x) non è identicamente 
zero, vi è una prima derivata 0c‘(x) che non si annulla 
per e=a ($ 273); secondo che r è dispari o pari, o(2+ A) e 
c(x —h) (Ah positivo) hanno segno contrario o segno uguale. 


Vale, con lievi modificazioni che il lettore farà agevolmente, 
la dimostrazione stessa del $ 257. 


f) I massimi e minimi di c(x) possono, nell’ inter- 
vallo (24) — sempre esclusi gli estremi — avere luogo 
solo nei punti dell'intervallo che annullano 0’(x). Se c è 
un tale punto, si avrà un massimo od un minimo se la 


prima derivata che non si annulla per € = ce è d’indice 





pari, ed è rispettivamente negativa o positiva per a = €; 
se la prima derivata che non si annulla è d’indice dispari, 
non si ha per x = ec nè massimo nè minimo. 


La dimostrazione è perfettamente analoga a quella del teo- 
rema del $ 258, sostituendo naturalmente lo sviluppo (17) alla 
formula di TAYLOR relativa alle funzioni razionali intere, che è 
ivi adoperata. 

Si noti infine che alla curva, rappresentata in coordinate 
cartesiane da y = c(x), quando le ascisse sono comprese nell’in- 
tervallo (24), è applicabile il teorema del $ 260 sulla concavità 
e convessità delle curve, nonchè le osservazioni del paragrafo 
susseguente. i 








CAPITOLO DECIMOQUARTO 


Le trascendenti uniformi elementari. 








im A - LA FUNZIONE ESPONENZIALE. 


275. Chiamasi funzione esponenziale la funzione E(x) 
della variabile complessa x, definita; dalla serie 


odi x° a3 ‘I 
È (1) Ea=YG=1+e+3+ qb + 
=) Dix Eroi n! 


Questa serie: ($ 160, es. 1) converge assolutamente per ogni 
valore finito a comunque preso nel piano della variabile 
complessa. Il suo cerchio di convergenza ($ 263) ha dunque 
a raggio infinito. In ogni area finita la serie (1) converge 
uniformemente ($ 265). hf | 
Dalle proprietà ($$ 264 a 269) di cui le funzioni defi- 
nite da serie di potenze godono entro il loro cerchio di 
convergenza, risulta che “ la funzione esponenziale è ad 
un solo valore e continua per ogni valore finito della 


v) 


» variabile (in tutto il piano complesso); è limitata entro 
» Ogni area finita comunque descritta nel piano della 
» Variabile stessa. , I 

Essa è reale per valori reali della variabile. 


Il suo valore per x =0 è 1; si scriverà 


"0a 








276. (') Dai $$ 270 e seguenti risulta ancora “ che 
» la funzione esponenziale è derivabile per ogni valore 
n di x ed ammette le derivate di tutti gli ordini; codeste 
» derivate sono le serie di potenze che si ottengono da (1) 
» applicando, termine a termine, la regola di derivazione 
nadel $5230. » 

Ora, applicando questa regola ad E(x), si ha subito 
che la derivata E'(x) è data da 

2 3 
E'@=1+e+3+z]+- 

ed è quindi identica ad E(x). Ne risulta che “ la funzione 
3 esponenziale è identica a tutte le sue derivate succes- 
n Sive. , Ciò si indicherà scrivendo 


(2) LEA ED) 


Vediamo ora se questa proprietà possa appartenere 
anche ad altre serie di potenze. Sia dunque la serie 





c(a) =aA, + dj0 + 430° +... + A y£" + e, 


convergente entro il cerchio (0, 0), ed ivi identica alla 
propria derivata. Essendo questa 


o'(x) =a, + 24,€4 + 34,0% +... + NAET + 0 
dovrà essere 
= za,—'ir0d4 ale, MA disc 
e moltiplicando membro e membro: 


nban=4i; 


(1) Questo paragrafo richiede la conoscenza dei $$ 271 e seg. del 
Capitolo precedente, Il lettore che non ne abbia presa cognizione tro- 
verà al $ 278 la dimostrazione diretta della formula (2). 


20 
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donde risulta 
ax? an 
c(@=a, (1 EE beta o) 
Si conclude dunque che “ all'infuori di un moltipli- 
» Catore arbitrario, la funzione esponenziale è la sola serie 
» Gi potenze identica alla propria derivata. , 
277. a) Se si forma 


Ea=Y%, 2y)=V5 


n! 


e si moltiplica secondo le regole della moltiplicazione 
delle serie, si avrà, qualunque siano x ed y ed in seguito 
alla convergenza assoluta delle serie stesse ($ 167; cfr. 
$ 168, es. db): 


E)Ey)=Yl Dl 
e quindi 
(3) E@)Ey)=E@+y); 


questa è detta l'equazione funzionale caratteristica della 
funzione esponenziale. 

[Questa equazione si sarebbe potuta ottenere dallo 
sviluppo di TayLor ($ 271), tenendo conto della pro- 
prietà (2); si sarebbe avuto infatti 


n° h3 
E(2+ h) = Ee)(1 +h+33 431 +) 


Ossia 
E(x +h) = E(a)EAh); 


poichè E(x) converge in tutto il piano, le condizioni (12) 
del $ 271, sotto cui è valido lo sviluppo di TAYLOR, sono 
nel presente caso soddisfatte, qualunque siano i valori 
di @ e di h.] 






a 907.2 

b) Dalla formula (8) risulta immediatamente: 
(4) E(c,+x,+...0,)= E@)E(,)... En); 
per conseguenza, per m intero positivo: 
(5) al IL) n TI 

c) Ne risulta pure 

E(0)= E(a—«x)= E(a)-E(— a), 

ma E(0)=1, e perciò 


Da questa. si deduce facilmente che la (5) vale per ogni 
esponente m intero negativo. 


d) Fatto x=c+ ma, m intero positivo, viene da 
(3) 6 .(b): 
(7) © E(c+ma)= E(c)E"(a): 


onde se la variabile percorre una progressione aritmetica 
C, Cta, CK 2a0,... 


di ragione a, la funzione E(x) percorre la progressione 
geometrica di ragione £'a): 


E(c), E\c)E(a), E(c)E°(a),... 
278. Si consideri la differenza 


E(c+h) — E@)= E@[E(h) — 1], 
ossia 


E h Ex)=hE 1 a CA 
(cr+h)— E(x)=hE(2) +otsitate). 


La serie di potenze 


h h? h3 
nh =ZT state 
TRE TENER PROT PENE) I 
ER a n at ere e 
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essendo continua per h=0 ($ 268), si può, preso e posi- 
tivo piccolo a piacere, determinare è tale che per |h|<è 
sia |n(A)|<e. Onde, passando al limite per 4—=0 nel- 
l’espressione 
Pe+t) E) _ point) 
viene 
lim 


h==0 


E(x + h) — E(a 
LO E 
h 

“ La funzione esporenziale è dunque derivabile per ogni 
» Valore di x, e la sua derivata è uguale alla funzione 
n Stessa. ,, 

Per conseguenza, saranno pure uguali ad £(x) anche 
le derivate seconda, terza, ecc., e quindi si potrà scrivere 


(2) D'Ea)= Ea), (n=1,2, 3,4). 


279. a) La E(x) è, per la forma stessa della serie (1), 
positiva per x positivo. Dalla (6) risulta che essa è pure 
positiva per x negativo. Onde “ E(x) è positiva per ogni 
pi o TOaletn 

In particolare, essa non si annulla per alcun valore 
reale di «x. 

b) “ La funzione esponenziale non si annulla per 
n alcun valore finito, reale o complesso, della variabile. ,, 
Se infatti fosse, per a —=a, 


E(a)=0, 
ne verrebbe, poichè si può porre ax=a+%—a, 
E(x)= Ea)Ea—a)=0, 


cioè la funzione E{x) sarebbe nulla per ogni valore di «, 


a 


il che è manifestamente assurdo. 
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Ne risulta che neppure la derivata di E(x) sì annulla 
per valori finiti di #, e quindi la funzione esponenziale, 
reale e positiva per i valori reali di x da — c0 a + 001 
.non può avere per questi valori, nè massimo nè minimo. 
280. a) Il valore di Ex) per a =1 è dato da 

1 


IC 1 
(8) RE a i e eo ea ae la gl 


Il resto di questa serie è, a partire dall’ n + 2%° termine: 








1 1 1 1 
Taena li n420 "nil (i VOTE A (n4+2)(n+3) Sa |) 


e siccome la parentesi è minore della progressione geo- 





metrica 
1 1 1 1) 
N RISI pr IAT STI, agi LP ripe ai er RI, 
Su: 
così viene 
(9) Poac n+t2 


n+1!(n+1)° 


Lo stesso metodo serve a dimostrare che il resto di E(x), 
a partire dall’ n + 2° termine, (supposto |2| <» +2, il che si 
può sempre realizzare prendendo n abbastanza grande) verifica 
la disuguaglianza : 
(n+2)| aj?! 
‘if IX FT ARE RA DD O . 
A 


b) Il numero E\1) è irrazionale. Sia infatti, se pos- 
sibile, | 
Mm i! 


- 


dove m ed n sono numeri interi primi fra loro. Molti- 
plicando per n! viene: 


mn—1)!=n1+2-:3...n+3-4..Nn4+..+1+n!r, 
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ossia, tenuto conto della (9), 


n+2 
lap irpini e Ve e a 


Ma in questa disuguaglianza il primo membro è intero e 
non nullo, mentre il secondo è minore dell’unità; si è 
dunque condotti ad un assurdo se si suppone E(1) ra- 
zionale. 


c) Applicando la formula del binomio, si ha: 





dt 1_mm—1) 1 
(6 Sg tto a ra pt 
Mm m 1.2 Mm 
m(m_l)...(m_n+1) 1 
Lei Mm” 
ossia 
m 1 
(10) (14) =1+1+(1 ) + 





Questa espressione ha i termini minori od al più 
uguali a quelli di ugual posto in E(1) (form. 8) ed ha 
inoltre un numero finito di termini, onde la differenza 


: 1 m 
E1)— (1 + 2) 
m 
DI DI . U è . 1 
è positiva; inoltre, arrestandosi al termine contenente ui 
nella (10), i rimanenti termini saranno inferiori ad” r,. 
Perciò, indicando con 9 un numero positivo, variabile 


con m ma sempre minor d’uno, sarà 





LI È 
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Ora, tenendo fisso », il secondo membro è composto 
di un numero finito di termini, di cui, facendo crescere m 
all'infinito, i primi n — 1 si possono rendere piccoli a 
piacere. Si ha quindi da un #m in poi, e essendo piccolo ad 
arbitrio e 0—<1, 


Ei) (147) ZE+ Tn) 
e quindi passando al limite per nico 0 To 
($ 145, d) che (i + ji) ammette, per m—= co, il limite 
finito e determinato e = 2,71828..., si ha anche 


Ei) —e<e+r,. 


Ma qui il primo membro ha un valore fisso; nel se- 
condo, e è piccolo a piacere, e così r, per n abbastanza 
grande, come mostra la (9). Onde è 


(12) Like 
ossia 
1\® 1 1 1 
lim(14+,7) ul +1+531 Scr sla gi to = 2311828... 


Mm _ 09 


Il numero e definito al $ 145, d) è dunque irrazionale. 
281. a) Dalla (5) e dalla (12) risulta 


di Em) = e” - 
per ogni m intero positivo. Da 
EAT 


segue che la (13) è vera anche per m=0; dalla (6), 


che essa è vera per ogni m intero. 





TI BIO 


b) Sia m un numero frazionario positivo; m=G; 


essendo p e q positivi. Verrà da (5) - 


r()=02)=sp 


onde 


Il valore 5(?) è dunque radice g°” di e?, e poichè è posi- 

tivo ($ 279, a) è la radice g°” aritmetica di e?, e come tale 
P 

si può rappresentare ($ 44) con e. La (13) è dunque vera 


per »m frazionario positivo, e dalla (6), anche per m frazio- 
nario negativo; essa è così dimostrata per ogni -m razio- 
nale. 

c) Infine, se m è un numero irrazionale, esso defi- 
nisce nell’ insieme dei numeri razionali una sezione, da 


cui si può estrarre una successione 
A, Udo, (CIENZE A, 300 


di numeri aventi m per limite. Per definizione ($ 75), 


e" è il limite della successione 
(14) "AM PROT ASIA, E OPONE LIO 


Ma” essendo le a,, 43, 43,... dn,.. razionali, la succes- 


sione (14) si può anche scrivere 
ES Egea 
ed essendo la funzione E(x) continua, sarà ($ 211), 
lim iese= dimEzia,) == E(im di = Emy 


N=©0 N. =OO n= 


Onde 
et Em). 
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La formula (13) è dunque vera per ogni m reale. 
d) Non si è incontrata, finora, la notazione di espo- 
nente complesso. Si converrà d’ora in avanti “ che es- 
» sendo x un numero complesso, sia 


eo El); 


e in base a ciò, abbandoneremo la notazione E(x) usata 
fin qui, e rappresenteremo quindi innanzi con e” il valore 


x | 
della funzione esponenziale DA per ogni valore di «, 
reale o complesso. 


La convenzione per cui, per x complesso, si è posto e? uguale 
ad E(x), è conforme al noto principio di permanenza 
($ 9); infatti, la uguaglianza precedente vale per dimostrazione 
quando « si riduca reale, ed inoltre per suo mezzo è 


erev=Ea)Ey)= Ha+y)= e, 


cioè essa conserva la legge formale ($ 8, 1%) delle potenze. 

282. Lemma. Si è già veduto ($ 248) come «”, per m 
razionale, sia una funzione continua di x; in particolare, 
per x positivo, è funzione continua di x il valore aritme- 
tico (positivo) di x”. Vogliamo mostrare che anche per 
m irrazionale ed x positivo, x” (definita al $ 75) è fun- 
zione continua di «. 


_ Si consideri infatti l'identità 
(ch)? — = (eh)? — (+ A)t+(z+h)—o' + a, 
onde 


(15) | (c+h)" — a \<|(e+h)"—(c+h)"|+|(e--h)Y"—e"|+ 


+ |er—am 





Si prenda poi e positivo piccolo a piacere; si supponga 
inoltre dapprima x > 1. Si può determinare un numero 
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razionale r maggiore di m e tale che per tutti i numeri 
razionali r compresi fra r ed m, sia ($ 75) 


grigio 
3 


Si ha poi, per la formula degli accrescimenti finiti ((8) | 
del $ 254): Do 


(e + A) — a = rh(e + 0h)! 


onde, essendo è, un numero positivo arbitrario, se si fa 


° - 
a IRE PT II DA 

(0) Fersen 32% È 
sarà per |h]<d e perr<r: por; 

e * 

(+h"—ax" <3. É 


3 
Infine, 


(@+h"— (+1) =(r+h)"[e+h)"—1] dr: 


onde ($ 145) si può prendere » tale che per r<r e per è 
soddisfacente ad (a) ed anche minore di «x — 1 sia 


E 


CER ea Cerano , 


da cui a fortiori, per |h] <3d: 


@+n"—(+hr|<{. 


SS 
Pertanto, la (15) dà, per |h]<3: 3 
(C+h)" — an <e, a È. 
ossia x” è continua. Analoga dimostrazione porta csi a 
. Risulta da ciò che se # è positivo e x reale, razionale Sa 
o no, e.limt—=a, sarà.limt=— a”, = @ 
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283. a) Sia v un numero positivo compreso fra gl’in- 
teri n» ed n + 1. E per doppia ragione 


} n+t1 1 v 1 n 
(4a) > (a) a) 
n v nt 1 
Ma 


Li b\°n-El1 AE LESENE 
LA — si I Premee p] Mir =(+- SA 
n n n n+1 n+1 n4-2 


1 nat 1 n 
e quindi tanto (1 +3) che (i + va) tendono ad e 








per n= cc. Ne viene che “ comunque vada v all'infinito 
» per valori positivi, è 


1 v 
lim (i +3) ao 
VZ00 v 


b) Si consideri, per x reale, m intero positivo: 


(16) (i È 2Y 


Questa espressione può scriversi na 


3” IPA 


m 

(3) 
ma l’espressione entro la maggiore parentesi tende ad e 
per m= co (questo paragrafo, a); inoltre, se un' numero 
positivo t tende ad a, la potenza t” tende ad a” ($ 282); 
onde: 


(17) lim (i È. 2) LI 
Mm 


Mz 00 


Dal a) del presente paragrafo risulta pure che 1’ espres- 
sione (16) tende ad e” anche se m non è intero, purchè esso 
vada all'infinito per valori positivi. 
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284. Per valori reali di 2, sappiamo già che e? si man- 
tiene costantemente positiva ($ 279, a). Essa ha pure la 
derivata costantemente positiva, quindi è funzione costan- 
temente crescente ($ 251) e non ha nè massimi, nè minimi. 
Dalla serie (1) stessa si scorge che, al crescere indefinito 
di x per valori positivi, e” tende a + oc; perciò, essendo 


ec?= 780 tende a — 00, e-” tende a zero. 


Questo modo di variare della funzione esponenziale: 
per valori reali della variabile si può rappresentare grafi- 
camente disegnan- 
U do la curva (fig. 5) 

di cui l equazione 


cartesiana è 
Api Cui 


l’asse delle «x, della 
parte negativa, è as- 
sintoto della curva, 


Xx mentre dalla parte 





positiva le ordinate 


Fig. 5 


crèscono indefinita 
mente, e precisamente in progressione geometrica di ra- 
gione e“ se le ascisse crescono in progressione aritmetica 
di ragione ad. 


- 


B - FUNZIONI IPERBOLICHE E CIRCOLARI. 


285. La serie (1) essendo assolutamente convergente, 
i suoi termini si possono ordinare in ordine arbitrario. 








a n 


= le 
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(19) 


sono entrambe assolutamente ed uniformemente conver- 
genti per tutti i valori di X; esse rappresentano due 
funzioni della variabile x, ad un valore e finite per tutti 
i valori finiti di x, che si sono chiamate funzioni iper- 
boliche di x; la prima dicesi coseno iperbolico e si rappre- 
senta con così x, la seconda seno iperbolico e si denota 
con senh x. 


Cambiando, nella (19), « in — x, viene 
(20). cosh(—«x)=cosh«x, senh(—x)=— senhe, 


il che si esprime dicendo che il coseno iperbolico è una 
funzione pari di «, il seno iperbolico una funzione 
dispari. Cambiando a in —« nella (18), si ottiene 


er —cosha—senhea, 
onde 


© 4 67% e — 7% 
(21) cosh a.= — seno — 
che si possono assumere, invece delle (19), come defini- 
zione delle ‘funzioni iperboliche. 

Dalle (21), e dalle proprietà trovate per la funzione 


esponenziale, risulta che 
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“ per tutti i valori di x (in tutto il piano complesso) 
» le funzioni iperboliche sono ad un valore, finite e con- 
» tinue, derivabili colle derivate di tutti gli ordini; esse 
» sono reali per tutti i valori reali di , e, per questi, 
» cosh a è sempre positivo, senh x è positivo e negativo 
n insieme sd .x e nullo pera=0. , 

286. Applicando le regole del Cap. XI, e ricordando 
($ 278) che è Dev —e?, si ottiene 


Dcoshax=$fenhe, Dsenha=coshx, 
D*#G0sh<e == 20h D* senhxax=senhx, 
D'#wtLoo8hw=sSenhas4eD7z i ponhee = costi 


Quadrando e sottraendo le (21), viene 

(22) cosh? x — senh?a = 1. 
Se dunque si pone 

(a) ul —’Cosherie ue nhaco 


e si considerano % e v come coordinate cartesiane ortogonali di 
un punto in un piano, le (a) sono le equazioni parametriche 
dell’iperbole equilatera u? — v° = 1. 
Si ha ancora 
(6A Abi peli CVSIEA E) 


cosh (r+y) = rn etna 


RULE IAA) (RI) 
val 4 

ossia 

(23) cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 


e analogamente 
(23)  senh(x +%)=senhxcosh y + senh y cosh a 
e col cambiamento di y in — y 


cosh (e — y) = cosh x cosh y— senh «x senh y 
(23) | 
senh (x — y) = senh x cosh y — senh y coshe. 
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Per valori di x puramente immaginari, e ricordando 
che — i; @=—t% #=1, ecc. ($ 102), si vede che 
cosh a rimane reale, mentre senh x è puramente imma- 
ginario. 

287. Cambiando nelle serie (19) « in è, si ottengono 
gli sviluppi, sempre convergenti assolutamente ed unifor- 
memente in tutto il piano 


2n 00 gent 


s x 
O a 
che rappresentano funzioni ad un valore, finite, continue e 
derivabili di x. Le indicheremo rispettivamente con c(a) 
ed ?s(x); si vede subito che la c(x) è funzione pari, la s(x) 
è funzione dispari, che esse sono reali per x reale, e che 
inoltre per esse valgono, in forza dei $$ 285 e 286, le 





relazioni É 
CE COsho visto — sonhia 
e'® = c(X) + isa), 
etx 2 eTix ei ea eTie 
fel = Se garan È s(x) 3255 Avo, 
25 
CO) Deartzzas DAC 


ce) Lee 
ce ty) =e@eY) FAY, 
s(e © y)= s(2)c(y) © s(y)c(2). 


288. Teorema. “ Per «x reale, le funzioni c(x), s(x) ora 
n definite coincidono rispettivamente colle funzioni cir- 


» Colari coseno e seno definite in trigonometria; per modo 


» Che è 
RO I A Dig 
GOSL = DI 41 61 + »»») 
25’ 
(5) o 
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a) Ricordiamo anzitutto che dagli elementi di tri- 
gonometria, si ha: 


e dal $ 145, f), 


(26) lim cost" = 1. 


n=00 


b) Dalla formula di MorvrE ($ 107, e) si ha, m in- 
tero positivo: 


(27) (cos + sen 9)" = cosm0 + i sen m0, 


onde, sviluppando, ed uguagliando separatamente le parti 
reali e le immaginarie, si hanno le formule per la mol- 
tiplicazione dell’arco: 


si; 
2 (2) cos”-*bdsen'9 — a 


al 
cosmiì= cos” 9) — ( ) cos”-? 9 sen? 9 + 


si senm’=m cos»! 0 sen 9 — (È) cos”-3 0 sen? 9 + 
+ (o cosfr-=4:sent (0) 
c) Ciò posto, si consideri la prima delle (28) e vi 
si ponga 
(29) I m9=%, onde 0=5 una 


(') Secondo l’uso, (1) rappresenta il coefficiente binomiale 


m(m_—1)(m—2)... (m_n+1) 
I Qelbi in E 








essa darà: 











| cos® aa 0) te° 0 
(30) asa a i re gar TT asa 
GOSs” SU 
m 
= r(@0—0)... [e (2 —1)6]-t270 
Pongasi qui, per brevità : È 


r(@— 0). [e @n—1)9] te? 0. 
“ni On! g27 ) 





da 


poi, tenuto fermo x, si faccia crescere indefinitamente il 
numero intero m; di conseguenza, per la (29), 0 tenderà 


tor gia I ae dna ZE | 
a zero e —-g_ si avvicinerà quanto si vuole all’ unità. Si x 


prenda poi » tale che sia 
te 9 
(31) I x S- <2n<m 


il che è evidentemente sempre possibile perchè n è arbi- 
trariamente grande. Si ha 


(e — 2n0)fe — (2r+1)0] to? 0. 
(2n + 1)(2n + 2) dia ; 





Agpai Ag = 


ora i fattori del numeratore sono 
(m_—-2n)9, [m— (2n+1)j0 


e quindi positivi e minori di x; il rapporto stesso è dunque, 
per la condizione (31), minore dell’unità. Onde è 


0< An RI Asn4o Sla Asn44 on < An; 


21 
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ed essendo ) un numero compreso fra — 1 e +1, la (30) 


si può scrivere: 














COS a c(e — 0) t2° 9 
CSC go ERI O posa 
Cm (00)... [e — (n 8)0] te 0 
._te—0)... le (2n— ride 
PES, On — DI gen 
ra @)rle n= 1)]9.te70 
4 In! dia 


Qui il numero dei termini del secondo membro essendo 
fisso (uguale ad n + 1), è lecito applicare il teorema del 
$ 140 sul limite della somma; passando dunque al limite, 
e tenuto conto della (26), viene, essendo — 1<7<1: 

x oa > gin? Re gin 


+ —..+ (1)! peas) “E À Sal 


(32) cose=l— 3; DI} 


Sl riprenda ora la serie 


Per la sua convergenza, preso un numero e positivo pic- 
colo a piacere, si può determinare un numero n tale che 


pern>n sla 


e che anche il suo resto 


no=alizat)£ 


On! On4=91 ere 


E 


g- Ma si ha 


sia, in valore assoluto, inferiore ad 


gen 


c(x) — cosa = R,(x) — A nl? 


CTS 


sta Si * cla iii a =} pai Re : Me I AS 7 £, ani: 
i x A y_f ‘ Net, x » : \ 


pe 


onde, per n> n, 
(33) \e(e) — cosa|<s. 


D'altra parte cele) e cosx avendo ciascuno, per l’ # consi- 
derato, un valore determinato, la (33) non è possibile a 
meno che non sia c(x) = coser. La funzione coseno coincide 
dunque colla serie c(x) per tutti i valori reali della varia- 
bile; la-prima delle (25’) è così dimostrata. 

Partendo dalla seconda delle (28) e procedendo nell’i- 
dentico modo, si dimostra parimente la seconda delle (25°). 

289. a) Dimostrata l'identità delle serie c(@) ed. s(r) 
rispettivamente colle funzioni circolari coseno e seno 
definite in trigonometria, si riconosce che le tre ultime 
formule dello specchio (25) non sono altro che note pro- 
prietà delle dette funzioni circolari, le quali si ricavano 
in trigonometria per via del tutto diversa. 

b) Come il seno ed il coseno, anche le funzioni 
circolari tangente, cotangente, ecc., sì ricavano in fun- 
zione dell’ esponenziale dalle prime formule dello spec- 
chio (24); riassumendo le relazioni fra le funzioni circolari 


e l esponenziale, si ha: 


eî dn, ei ei di ex 
Sensite= kr COSIdI==se aa 
Di ; 9 3 
eir Ned + eî* i(e'v + OR) 
(34) x te XxX i(ei” IL 6%) ) cotg de SE va 2 eTi® 
2 20 
SeCIEITEZE EE SOSREETR e 


e'” li e-ix ? 


c) Le funzioni seno e coseno sono definite in tri- 
conometria per soli valori reali della variabile. Ma si può 
assumere come definizione di codeste funzioni il loro 
rispettivo sviluppo in serie (24), da cui, come si è veduto, 

— sì possono derivare le loro proprietà, e con questa defi- 
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nizione, le funzioni vengono estese, conservando queste 
stesse proprietà, a tutti i valori anche complessi della x. 
Con seno o coseno di un numero complesso x + é3 si deve 
dunque intendere il valore rispettivo della seconda o della 
prima serie (24) per «= + $3. 

d) Fra le funzioni circolari e le iperboliche passa 
la relazione 


per senh ix i 
(35) sena= —_, C0$8= cosh ix. 


e) La relazione che lega la funzione esponenziale 
alle circolari, cioè 


(36) e'© = cosx + i sen x, 


è una delle più notevoli dell’ Analisi; essa è dovuta ad 
EuLer. Dalla formula stessa risulta che la forma generale. 
di un numero complesso «+ é3, di cui g sia il modulo 
e 9 l’argomento, è ($ 107, a) 


a+ 9 = ped, (= OC R6ra p=arctg È). 

f) Facendo, nella formula di EuLER, «x =27r, viene 
(37) | goirogl: 
3 così per ogni m intero, positivo o negativo, è 
(972) emi, 


Da ciò, e dalla relazione E(a +0) = E(a)E() cui soddisfa 
la funzione esponenziale, risulta la proprietà 


(38) ev+2rmi — ev, (m=+1, +2); 


che si esprime dicendo che “ la funzione esponenziale è 
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» periodica, ed ammette come periodo un multiplo qua- 
» lunque del numero immaginario 2rt. , 
Una funzione f(x) si dice periodica, col periodo a, quando 


per tutti i valori della variabile pei quali la funzione ha signi- 
ficato, sia verificata la relazione 


fa) =f@+a). 
Ne risulta evidentemente che è 


fia) =f(a* ma), 


essendo m un intero qualunque, purchè i due membri della 
uguaglianza abbiano significato. Se dunque a è periodo, sono 
anche periodi i numeri — a, #-2a, -3a,... Quando più periodi 
di una funzione hanno una minima comune parte aliquota, è . 
questa che si sceglie come periodo elementare, di cui gli 
altri sono multipli. 

Periodo elementare della funzione esponenziale è appunto 27. 
Infatti se il numero complesso a + dî è periodo di e”, si avrà 


ex — Retta. 
onde 
etti = e"(cosb+isend)=1, 
che richiede a —=0,-b=0 (mod 2r). 
g) Si notino le relazioni, conseguenze della (36): 


est _="pi vor al; 
TT? Te 
ee e? = — 0g 


si noti anche la forma delle radici n”? dell’ unità: 
deri 


uniti da 1), 


dove le radici primitive ($ 118, d) si hanno per i g(n) 
valori di X primi con n. 


i | AgOg Se 


h) Come si sa, la funzione cosà si annulla per i 
” T IT DI 
valori reali a=4tg; tia dato e non per 


altri valori reali. Si può chiedere se esistono per cos 2, 
delle radici complesse x + #3. Se ciò fosse, ne verrebbe 


cice-8 + ei%e8 = 0 
ossla 
eì(cosa — i sen a) +e-8(cosa + isena)=0, 


da cui ($ 101, a) 
(eè + e-8) cosa=0, (e — e?) sena=0: 


- I (2k+1)7 
escludendo il caso già considerato di 8=0,a=#4#—_--, 


deve essere 
eb ue —0, 


e pertanto ef —=0, il che ($.279) è impossibile. 

La funzione e”. le funzioni iperboliche e le circolari studiate 
in questo paragrafo, non sono riducibili nè ad essere razionali, 
nè ad essere algebriche ($ 203, 7). Esse sono dette pertanto tra- 
scendenti; si dicono elementari, perchè traggono origine dagli 
elementi della matematica, ed uniformi perchè suscettibili di un . 
solo valore determinato, per ogni valore reale o complesso della 
variabile. ? 





+ 


sa (Aa 1, = e PT, Le LANA" ud .'® die Lem ha LI se È a 
oli: de seo tra UG È, RI STA e ve > I da ml * x a xe) = N i ù 
Gc =" - N Pa e. 3 $ , v da 
" - è 


\ 


CAPITOLO DECIMOQUINTO 


Serie binomiale - Logaritmi. 


A - LA SERIE BINOMIALE. 


290. a) Si è veduto nell’ esempio secondo del $ 225 
che la sola funzione razionale intera della variabile 2, 
del grado n, che per z=0, 1, 2,..n—1 prenda il valore 
zero e perz=n il valore 1; è la 





ze 1LD)l@e— 2)... (e—-n+1) 


(L} 


. Questa funzione verrà rappresentata col simbolo (7) - 


5 n. i CSA ME 
Per z intero positivo, la furzione (€) è nulla per z<%; 
per z=n essa esprime, come è ben noto, il numero delle 
combinazioni semplici di z oggetti ad n ad n; essa figura come 
coefficiente di a*—"*b” nello sviluppo di (a +0)", e prende perciò 
il nome di coefficiente binomiale. 
b) Essendo 


(06) e (2+1)2(e—1)...(--n+2) | (€) Si 2(2-1)...(e-n+1) 


n n! n n! 








la differenza ()-(£) sarà data da 





(e 1)..(e-n+2) di ( 2 ); 


n— 1! NT 1 


"N 


ch 
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Onde la relazione 


dia | 


Cambiando z in z+ 1, si ottiene: 


IC) A) 


COSÌ; SL prova, per r—=3.t=4 rn Choa 


(3) (19) = (°) +91) ca (a) 30 (3) 


Supposta codesta formula verificata per 7, sì ha, cambiando 
rin r+1 e tenuto conto della (2), che essa è vera anche 
per r +1; essa è quindi valida per ogni » intero positivo. 


c) La relazione (2), che si riguarda come fondamen- 
tale per le funzioni (2) permette, secondo il principio 


di permanenza, di dare un significato al simbolo (*) al 


quale la definizione (1) non conferisce alcun valore. Fatto 
nella (2) n=1, sì ha infatti, 


(19-00 


ond’ è che si conviene di fare RES 


d) Considerando le relazioni identiche : 
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- 


sì vede come da esse si possano ricavare di mano in mano 


È o È 
L, È aa si 1 si i NI 1 . M 
X, €°, &°,... ln funzione intera di I (3) CIEX in tale 
modo ogni polinomio razionale intero f(x) in x, di grado n, 


può anche scriversi 


(4) f(@) = a, + (1) + a(5) +... + (7) 1 


Questo sviluppo di f(x) è possibile in un sol modo; infatti 
se fosse anche 


RG =D (1) + ».(3) t... + ox); 


ne verrebbe, facendo a =0, che sarebbe ag=b,; facendo 
e=.1, verrebbe a, —d,, eccosì via. 
291. Essendo z e t due numeri qualunque, si consi- 
OLA 3 
deri ( È ): esso sarà un polinomio di grado n in z, e 


come tale, sviluppabile nella forma: 


x i AA pae LI % i Z 
(5) Ra ri Ca pag COS ESAVESO salice 


dove cr; €13. €, sono funzioni di #, razionali intere e di 
grado indicato dal loro indice. Il coefficiente c,, indipen- 
dente da tt, è uguale ad 1, come si vede facendo t—=0 
nella (5). Il coefficiente c,, di primo grado in t, è uguale 
a 0 per t—=0 e uguale ad 1, dalla formula (2), per t= 1, 
t s 
onde è (o); 6°, di secondo grado in t, è uguale a zero 
porta ester upuale ada b4per:t—2,.comessnba 
dalla (3), onde per il $ 290, a), è dato da (Dì così di se- 
guito: infine c, è di grado », uguale a zero per t=0, 1, 


t 
2,...n—-1 e uguale ad 1 per t=n e quindi uguale a (3). 
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In questo modo si sono trovati i coefficienti della (5), che 
viene così a scriversi: 


9 (2) 2 + Oa 
+00) + (0). 


292. “ La serie di potenze della variabile «x, i cui 
» coefficienti sono i successivi coefficienti binomiali di 2, 
» espressa cioè da 


(7) p(@=1+z%x+ (5) + (Fe +... + (e +. 


» è detta serie binomiale. ,, 
Se in questa serie formiamo il rapporto p, fra il 
termine n + 1“*° ed il precedente, abbiamo 


z_n+1 
Pn — 


n 3 


di questo, il limite per n= 00 è evidentemente — x; onde 


Z(e)lter 


è ($ L60) convergente per | 


la serie maggiorante 


<1, divergente per «| 1. 





Ne segue che la serie (7) ammette 1 come raggio di con- 
vergenza ($ 263) e quindi entro il cerchio (0, 1), f.(a) è 
una funzione di x ad un valore, finita, continua, deriva- 
bile. La sua derivata sì ottiene colla derivazione termine 


a termine, ed è quindi, come si verifica subito: 
(8) Dj.(d) = 230). 


Le proprietà ora enunciate per f.(x) valgono qualunque sia 2, 
reale o complesso. In ciò che segue ci limiteremo però al caso 
di z reale. 
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2953. E interessante di studiare il comportamento della' 
serie (7) sulla sua circonferenza di convergenza. 
a) Osserviamo dapprima che ‘il prodotto infinito 


a+ 
b+n' 
at=1 
dove a e 6 sono reali ed è a > db, è divergente ed infinito. 
Infatti è 
atn a — db 
db+n bkn' 





256 
e la serie Da n è divergente: il prodotto infinito è 


dunque pure divergente ($ 180) e siccome le P, vanno 
crescendo, esse tendono all’ infinito. Invece nel prodotto 
TI db+n 
a+ n 
utt Ù 


che è pure divergente, le P,, inverse delle precedenti, 


tendono a zero. Come applicazione, siccome si può scrivere 





ARA vai (- 2(-z+1)..(z+n— 1) 
Gr fs Rei RnS 
‘così questo coefficiente binomiale tenderà a zero o all’in- 
finito per STI secondo che è 2 se 1. 
b) Ciò posto, si supponga che nella (7) sia 2 positivo. 


Per n abbastanza grande, i coefficienti (0) sono alterna- 


tivamente positivi e negativi; posto 


ala)» 


I 


sarà 


CI) 


den 1.) 














-£ BBD 


ed applicando il criterio del $ 162, 5) alla serie 














il cui limite per n=0c0 è 1+ 2% e quindi maggior d’ uno. 
La (9) è dunque convergente; ne viene che la (7) con- 





verge assolutamente per |x|=1. " 
c) Si supponga invece z negativo. Si ha in tal caso, 
posto z=— À, 
n 
LO FELT E, 

e quindi, il 

lim°n(}r | -)=1—-A 

NnT_=00 


ed è minore d’uno. La serie (9) è divergente, e perciò 
sulla circonferenza (0, 1) la serie non può convergere 
assolutamente. 1 

Supponiamo z compreso fra 0 e — 1; posto z=— h, 
è h<1. | 


Si prenda in (7) la somma dei primi n termini: 


LE 5 5 2 Z UA 
S,=1+ (7) + (5) +. + (È) > 


se ne deduce 


(10) 1+@)6=14+ (Qarta + Se 


dove è, applicando la formula (2): 


1 z4+1 
sva@+ be (55 let (7 Je. 
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Ma qui è z+12>0, e perciò (questo paragrafo, 0) esiste 
per ogni |x|=1 il limite di S,/. Onde, dalla (10) e poichè 
(per il presente paragrafo, a) è 





viene: 
1+lim &, 
lim S, = II 
FAZI lea 


La serie (7) è dunque convergente per ogni |x|=1, 
eccettuato ax = — 1. i 

Per = — 1, la (7) si riduce infatti alla (9), che è di- 
vergente. e 

Supponiamo invece z<— 1, cioè A>1. Il termine 
generale della serie (7) è, in valore assoluto, 


hh+1)..(h+n_-1) 
Lie Za dia 
e per n='c0, tende all'infinito (questo paragrafo, a); la 
serie non può dunque essere convergente. 


Infine, per 2 — — 1, la serie è manifestamente diver- 
gente per x=—1,indeterminata per tutti gli altri valori 
di x aventi il modulo 1.70 
294. Riassumiamo qui quanto si è trovato sulla con- 


vergenza della serie (7). 


La serie converge assolutamente ed uniforme- 
faef<i1 iù PA 
mente per tutti i valori di 2. 
|x|21 - La serie diverge per tutti i valori di 2. 
Per z—0, la serie converge assolutamente. 
i Per 0>z=— 1, la serie converge semplicemente 
per tutti i valori di x, eccettuato « = — 1. 


Perz<-—1I,la serie. non converge. 
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295. a) Prima di procedere innanzi, dobbiamo definire 
la potenza irrazionale di un numero qualsiasi, che fino 
ad ora non ci si è ancora presentata. (1) 


“ Essendo dato il numero complesso 
XxX Pe , 
» ed il numero irrazionale x, porremo come definizione 


% x 159 


A e e PATO 


Questa definizione è evidentemente conforme al principio di 
permanenza. Da essa risultano però infiniti valori di x%, corri- 
spondenti agli infiniti argomenti 


a(9 +2kr), k=0, 1,2, 


due qualunque dei quali non possono essere congrui rispetto a 27 
se a è irrazionale. Quando sì considererà una potenza irrazio- 
nale di un numero x, converrà dunque sempre fissare quello degli 
argomenti di x che si intende di consaderare. 

In particolare, se x è un numero positivo, ed x è irrazionale, 
x% ha infiniti valori: quello positivo (unico) considerato al $ 76, 
è detto valore aritmetico di x%. 


b) Mostriamo come si abbia, per è reale, 


lima = 1. 
ò=0 


Si ha, per la definizione precedente: 
D__ 31% 
o) 3 Di 


LT Q 


Ora, fissato il valore di 6, si ha, per la continuità della 
funzione esponenziale, 


(') Nel $ 75 si è definita la potenza irrazionale solo nel caso della 
base positiva. 
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dal $ 74, c) risulta (1) o 


limo°=1 


o) 
6=0 ; 


onde, per il teorema del limite del prodotto: 


ò=0 è=0 
c) Sia r,, f3;. T,,.. una successione di numeri ra- 
zionali aventi come limite il numero irrazionale 2; la 
successione 


(11) ZITTI IAT 


tende al limite «%, purché si fissi, negli (11) e in 2%, lo 


stesso argomento per x. Infatti, si ha, posto a — r, = È: 
at — an = a"n(acd — 1); 


ora |x®r| sì mantiene, per tutti i valori di. n, inferiore ad 
un numero assegnato 4; si può poi (questo paragrafo, d) 
prendere n abbastanza grande perchè, per n> n, sia 


e ì woragà: 
è-1|< ne dove e è un numero positivo prefissato, onde é 


|e% — aetn|<e. 

Da ciò risulta che la proprietà lim a» = x%, che è assunta 
come definizione ($ 76) della potenza ad esponente irrazionale 
di un numero positivo, è valida anche per la potenza ad espo- 
nente irrazionale di un numero qualunque, reale o complesso, 
sotto l'avvertenza che, nel variare di », nella successione (11), 
si conservi sempre ad « il medesimo argomento. 


(1) Nel citato $ 74 è dimostrato che 0° tende ad 1 quando è tende 
a zero per valori razionali; ma dalla definizione stessa di esponente 
irrazionale la proprietà si estende immediatamente al caso che è tenda 
a zero per valori positivi qualunque; v. anche s 145, e. 


n 
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La stessa dimostrazione qui data serve a provare che “ se 
» % è positivo, le x, reali, e si considerano i valori aritmetici 
n ($ 295, a) delle potenze, e_ lima, = a, si ha lima%=a% 
In altri termini, x* è funzione continua di «x. 
® 


dp}; 


296. Passiamo ora a cercare la somma della serie 


z 
‘ Iena doi 
(7) 03(0) X(£) 
2:reale; ball 
ri: “|> 2 : . {7 
a) Se z è intero positivo, z= m, i coefficienti (€) 


sono identicamente nulli per n > m, e viene 


(a) Pm (2) i DA (o mn RE 


la serie (7) si riduce ad un noto polinomio, sviluppo della 
potenza m"*“ del binomio 1+- x. In Questo solo caso, la 
validità di f.(x) ha luogo in tutto il piano x. 

b) Se 2 è intero negativo, si è già veduto ($ 168, a) 
come, posto z—= —m, sia. 


(e. ©) 





1 m(m+1)...(m+n—-1 
(5) Bm(0) SD ( ; n) o sua A 1a Se (1 + 1A a 


mi) 


c) Se le due serie f.(a), Bs(x) si moltiplicano fra 
loro secondo la regola del $ 167, si avrà 


19) st Sa [AMC 
TO 


dove la serie prodotto sarà assolutamente convergente 
per |x|<1. Ma, ricordando la (3), il secondo membro 
di (12) potrà scriversi 


cazz! %, 
>( 4 e, cioò Pr+ta(2); 


n=0 





ee la 
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onde 


(13) DE È Ba = Be+e'. 


Ne viene, qualunque siano z,, Z3;.. Z,, © Sempre per 
(0 tr 


del È deo OG den ca Be1+zo+ se n I 
e quindi, per m intero: 
(14) Dste — Dai È 
d) Abbiasi ora, nella serie (7), z razionale positivo, 
: Pp TÀ x 
e sia CT dove p e q sono numeri interi. Avremo 
g —_—_ 

by 10 bn, 

q 
e quindi 


si VB, 


Ma, poichè p è intero positivo, è (questo paragrafo, a) 


Py(@)=(1+@)?, 


pP 


=(1+ x)I 


onde 


(c) bp 
d 

Si può chiedere quale dei qg valori della radice g%” di (14+-a)? 
sia dato dalla serie f. Osserviamo dapprima che per x reale e di 
modulo minore d’uno, 14+-« è positivo ed ha quindi l’ argomento 
zero: la serie (7), come si scorge facilmente, ha valore positivo 
e dà quindi il valore aritmetico del radicale. Per x complesso, 
l'argomento di 1+#+-x varierà con continuità partendo dal valore 
zero, e sarà compreso, come mostra un’immediata considerazione 


T ; 
: resta così determinato anche l’ argo- 


. T 
geometrica, fra — 3 e 3: 
dna 


P 
mento di (1+ 2)?, 


e) Per z razionale negativo, si ha 


B:8--=1, onde f_.,=f,7, 


22 


ossia 


3 


(d) P_y =(1+ Les 
d 
f) Consideriamo infine il caso di z irrazionale. Si 


costruisca una successione 


(15) IA 


di numeri razionali avente per limite 2, indi sì prenda 
un numero positivo c maggiore del valore assoluto di z 
e dei numeri di (15), poi si costruisca la serie 


mu c(c+ 1)... (c+n—1) 
Sa ee dn e 
; n! 


x|<1,e, per un tale x, si potrà 





Essa è convergente per 
prendere r tale che sia 





reni e 
AMEN 


T+1 


essendo e un numero positivo prefissato, piccolo a piacere. 
Saranno quindi, a fortiori, i resti R(«), R'(x) di fe, Ben 


(qualunque sia m) inferiori in modulo ad 5 
Ma si ha ° 
o 
z Zm BASCO 
(16) Bee) — Ben(@) i (7) _ ( s )] x" + R(a)— R'(a); 


qui si può prendere 2,, tanto prossimo a z che la somma- 
toria, funzione razionale di 2, sia minore ($ 218) in modulo 


di 5 e quindi si avrà per la (16), da un m in avanti: 
| de(2) PE Pem(%) | <= € tf: 


La f.(x) è dunque il limite, per m= 00, di Bem(®), cioè di 
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(1+<%), e pertanto sarà, per la proprietà data al ($ 295, c) 
della potenza ad esponente irrazionale: 


(©) B.(@) = (142): 
TT TZ 


L'argomento di (1+-x)? è quello compreso fra — 5° 91 
come dall’osservazione fatta al d) del presente paragrafo. Quando 


x è reale, 8.(x) dà il valore reale positivo (valore aritmetico) della 
potenza ad esponente irrazionale del numero positivo 1 + x. 

Riassumendo, abbiamo “ che per tutti i valori reali 
» di 2 vale per|a| <1 in generale (per tutti i valori 
, di @ per z intero positivo) l'uguaglianza 


(17) (e —(+2)., 


n=0 
In seguito a questa proprietà alla serie (7) è stato 
dato il nome di serze binomiale. 
297. Abbiamo veduto come, sulla sua circonferenza 
di convergenza, la serie (7) converga per z>0, ed anche 
per z<0 ma maggiore di — 1, il valore e =— 1 eccet- 
tuato. Inoltre sappiamo ($ 270) che se una funzione f(x) è 
rappresentata da una serie di potenze, e se la serie con- 
verge in un punto a =« della sua circonferenza di con- 
vergenza ed ammette come somma sa, la f(x) tende ad sy 
se x tende ad « lungo il raggio 0...x. Onde, in un punto « 
della circonferenza (0, 1) per z>—1 (eccettuato a=— 1 
per 0>z>— 1) sarà 


limi +=) (n 
n=0 


me == 


x tendendo ad « lungo il raggio 0...a. D'altra parte (1+ «)? 
è funzione continua di x tanto per z razionale ($ 248, a) 
che per z irrazionale ($ 282); onde 


lim (1+%@)} =(1+0). 
a=% 
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Perciò si ha 


(e. ©) 


V(.)e att 


n=0 
(18) 
per ogni z> — 1 ed ogni |a|=1, 
eccettuato a = — 1 se z<0. 


298. La serie binomiale può servire effettivamente al 
calcolo approssimato di qualunque potenza a”, z reale ed 
a qualunque, purchè sia a=14+5, |b|<1. Ma questa 
restrizione per a si può togliere nel modo seguente. Si 
prenda un numero arbitrario c, tale che sia solo verifi- 


cata la disuguaglianza 





(19) |lel>|]a—e 
Si ha allora 





e qui, per la (19), è applicabile alla parentesi lo sviluppo 


in serie binomiale e si ha: 


(20) ni 5) (E). 


Basta dunque sapere calcolare c*, per dedurre d.lla (20) il 
valore di a? (coll’ approssimazione che si vuole arrestando 
la serie ad un termine opportuno). 


La disuguaglianza (19) esprime la seguente condizione geo- 
metrica: unito il punto a al punto 0, e condotta nel punto di 
mezzo di 0a la perpendicolare ad 0a stesso, c va preso dalla 
parte di questa perpendicolare opposta ad o. L’arbitrarietà nella 
scelta di c è dunque grandissima; in particolare, c si può sempre 
scegliere reale, ed anche razionale, se a non è puramente im- 
maginario. 
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B - LOGARITMI REALI. 


299. “ Si dice equazione esponenziale l’ equazione 


(1) auzZ=:e 


) 


» dove a e c sono numeri dati (a diverso dall’ unità), ed a è 
, un numero incognito. Un numero x che soddisfi alla (1) 


» dicesi logaritmo di c nella base a, e si scrive 
(2) PEA MARE 


In senso più ristretto, si dice. equazione esponenziale 
l'equazione 
(3) e =c; 


dove e è il numero definito al $ 145, d) e di cui si è dimo- 
strato al $ 280, a) la coincidenza con E(1). “ Un numero x 
» Che soddisfi alla (3) si dice logaritmo naturale di c, e si 
n SCrlve 

‘ (4) ul 

Le scritture (1) e (2) si equivalgono, e così (3) e (4). Perciò si 


ha identicamente 
ùLogac—c, elogc — c. 


300. Considereremo più particolarmente l'equazione (83), 
e dapprima tratteremo il caso in cui c è un numero reale 
e positivo. Si è visto ($ 284) come la funzione 


y= e°, 


per « reale, sia costantemente positiva, e crescente con 
continuità da 0 a + co quando x cresce da — co a + 00. 
“ La funzione e? assume dunque, per x reale, qualunque 
» Valore positivo ($ 215) e ciascun valore è assunto per 
mo unisolo?valore»ditg;;., 


Soto 


Da ciò risulta immediatamente che per c positivo, la 
equazione (3) ammette una soluzione reale ed una sola; 
in altri termini “ ogni numero reale positivo ammette un 
» logaritmo naturale reale ed uno solo. ,, Inoltre l’ esame 
della variazione della funzione y= e” per «x reale, resa 
manifesta dalla curva esponenziale (fig. 5) mostra che “ il 
» logaritmo cresce al crescere del numero; che i numeri 
» minori d’uno hanno il logaritmo negativo, i numeri 
» maggiori d’uno hanno il logaritmo positivo. ,, 

Si può scrivere: 


1 
log0 = — 00, 10 gazadi opel: 
loge =; logie = 294 ode 3ESR0 it 09) «heicai 


Al crescere dei numeri in progressione geometrica, i 
loro logaritmi crescono in progressione aritmetica ($ 277, e). 


hi 


Tavola di logaritmi è uno specchio in cui sono scritti, in 
corrispondenza, i numeri ed i rispettivi logaritmi (in generale 
gli uni e gli altri reali). Una tavola di logaritmi reali è, per così 
dire, fornita dalla curva esponenziale; le ordinate danno i nu- 
meri, le ascisse i rispettivi logaritmi. 

301. Dall’equazione y= e”, che possiamo dunque anche 


scrivere 


viene definita la funzione logaritmica (0 semplicemente il 
logaritmo) quando y si riguardi come variabile indipen- 
dente ed x come funzione di questa. La funzione logaritmo 
è pertanto l’inversa ($ 202) della funzione esponenziale. 
Come funzione reale di variabile reale, il lo- 
garitmo ha esistenza solo nel campo dai valori positivi 
di y; è ivi ad un sol valore, finita per y finito e costan- 
temente crescente da — co a + 00, quando y cresce da 
0 ad co. Infine è funzione continua in quell’intervallo. 


* 
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Infatti, se è y= e” ed e è piccolo a piacere; quando @ 
varia da 2 —e ad #-+e, y varia crescendo costantemente, 
in un intervallo y— è...y +3’. Ma x è funzione ad un sol 
valore di y, onde per y variabile da y—3 ad y+d’, x prende 
i soli valori da € — e ad x +e, cioè è continua. 

La variazione del logaritmo reale è rappresentata dalla 
stessa fisura 5, ove la variabile indipendente si segni sull'asse y. 
La curva esponenziale, così considerata, prende il nome di curva 
logaritmica. 

302. a) “ Il logaritmo (!) di un prodotto è uguale alla 
»n Somma dei logaritmi dei fattori. ,, 

Sia 
(5) x{=108%,;} %,=108%,.. @,=108Y,, 
essendo %,,Y,,... y, numeri positivi. Le (5) equivalgono ad 


a ero, e e 


onde 
Y1Yge++4 w == ex1 -riCoione=t sr, 
cioè: 
i C+, +... + 2%, = 108 (Y1Y2-+Yn) è 
o infine 


109 (YY3 +4») =108Y,+109Y, +..+1087,. 


6) Il logaritmo di un quoziente è uguale alla diffe- 
, renza fra il logaritmo del dividendo e quello del divi- 
s<S0L05* 


Infatti, da 
Gi==10 pod 1024 
si deduce 
ee o gnde s04-? = 
ossia 


P 
foplinsE pi 


(1) In questo paragrafo, con logaritmo intendasi il logaritmo natu- 
rale (reale) di un numero positivo. 


Sa Z4L Aa” 
od infine 


log-=logp — loggq. 
e) “ Il logaritmo di una potenza è uguale al pro- 
» dotto dell’esponente per il logaritmo della base. ,, 
Sia a* una potenza, d’ esponente reale, della base po- 
sitiva da. 


Se z è intero positivo, segue immediatamente da a) che 


loga”*=zloga. 


Se z è razionale positivo, 2=7) si ha che 


p 
c—a* equivale a et — a, 
onde 
glop:ci=piloDas 
e quindi 


+ 
log a =; log a. 


Se < è irrazionale positivo, sia 7,, Yz}... T,,.. Una suc- 
cessione di numeri razionali positivi tendenti al limite z. 
Si ha 4 

loga" = r,10g8 4; 


ma, per la continuità del logaritmo ($ 301), si ha ($ 210) 


log a? =limloga”», 
NE=00 
onde 
losdiczalimiraoso —sl0ca: 


N00 
Infine, se z è reale negativo, 


1 
loga*=log -.=log1 — (—-z)loga=zloga. 
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303. Lemma. Essendo a positivo, « e v reali, si ha, per 
1 valori aritmetici: 
(6) (av) — a“. 


Se v è intero positivo, ciò segue senz’ altro dalla defi- 


nizione di potenza vv”, 
A À n: i di ‘ 
Se v è razionale positivo, sia v=5, (a“))=c; ne verrà 


(a“)” — ci, av” — c5, 
onde 


ur 


Ci PS (225 


Se v è irrazionale positivo, sia 91, 92; 9a, UNA SUC- 


cessione di numeri razionali avente v come limite. Si avrà 


(av)ln = a“, onde ($ 295, c) lim avg = quo: 
d’altra parte i 
lim (av) — (av)v A 
N =©0 


onde segue la (6). 
Se infine v è negativo, si ha 
Dl 1 


(a7)” cos Aia = a“ a", 





304. Dati due numeri positivi a, y, ed a diverso dal- 
l’unità, si è definito come logaritmo di base a di y ($ 299) 
un numero 2, che si denota con Log, y, ed è tale che 


ay 
Ora, sia pi il logaritmo naturale di a; sia cioè 
cia. 
Innalzando i due membri alla potenza d’esponente 2, viene 


et*x —.aX = Y, 


ta 
da 
R î PI cre s 


— 346 — 


onde “ nx è il logaritmo naturale di y. , Ne risulta 


log y 
loga' 





1 
(7). Log, y= n logy= 


Dalla (7) risulta che il logaritmo naturale di un numero 
qualunque y ha, al logaritmo di base a dello stesso numero, 
un rapporto costante (indipendente da y). Se d è una seconda 
base, sarà: 





onde 





i logaritmi degli stessi numeri in due basi qualunque sono 
dunque in un rapporto costante. 

Si noti che se è a > 1, è loga>O0 e quindi per numeri y 
maggiori dell’ unità il Log,y è positivo, mentre è negativo per 
i numeri minori dell’ unità. Se è a < 1, è loga <0 ed accade 
l’ inverso. i 

Nello stesso modo che si è accennato ad una tavola di loga- 
ritmi naturali, si può definire una tavola di logaritmi di base 
positiva a qualunque diversa dall’ unità. Costruita la prima, la 
seconda si otterrà moltiplicando i logaritmi inscritti nella prima 


1 
per il fattore costante iu) che si dice modulo del sistema di 
1 


logaritmi di base a. Si noti che da e* — a segue al —= e, onde: 


I 1 
0° eee I 
elia 


È ben noto come, per le applicazioni d’indole pratica, si usino 
i logaritmi di base 10, detti anche logaritmi volgari, il cui impiego 
(sul quale non è qui il luogo di trattenersi) è assai diffuso. Indi- 
cando con Log y il logaritmo volgare di y, si ha in particolare: 


Log 0=— c0, Log001=—2, Log01=—1, Logi1=0, 
Log 10=1, Log 100=2,... Log(+0c0)=+ co. 


” 


i a at I AIR RA a LO i, a IP LOPTARI 9A 

lee AT I a n 

È Getrintat POP TETTO Ml EI EI SPE ENO 4 
7 = 3 n pe Pa È ara SA ba i 
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Dalla tavola dei logaritmi naturali si passa a quella dei 
° . . . . . . . 
logaritmi volgari moltiplicando i primi per il modulo dei loga- 
ritmi volgari, che è 


ME log 10 a Log (a 0,43429448..,; 


da quella dei logaritmi volgari si passa alla tavola dei logaritmi 
naturali moltiplicando per il numero inverso 


I 
Log e 





C - LOGARITMI COMPLESSI. 
305. Abbiamo studiato, in ciò che precede, l’ equazione 


(1) e =Y 


per il caso in cui y è reale positivo ed in cui si cerca un 
valore reale per a; siamo così giunti alla definizione e alle 
proprietà del logaritmo come funzione reale di variabile 
reale positiva. Essendo ora y un numero qualsiasi, cioè 


generalmente complesso, 
y=(cos0 + isen 0), 


vediamo se l’equazione (1) abbia soluzioni, generalmente 


complesse, e si ponga pertanto 


1 Aram) san È ib s 
Ne verrà: 


et — 6%cos 8 + isen 8) = p(cos9 + i sen 6) 
onde deduciamo ($ 107, db): 


(2) io. — Mods) 
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La prima delle (2), essendo 9 positivo, è verificata da 
un valore reale ed uno solo, cioè 


a=logp, 


indicando con log il valore reale del logaritmo naturale 
di un numero positivo (valore aritmetico del logaritmo). 
Per la seconda delle (2), è 


pestare de = iene 


onde, indicata genericamente con log y una soluzione 
di (1), si ha 


(3) “logg=logg +. 10-42. 


Siamo così giunti al seguente risultato fondamentale: 

“ Il logaritmo (') di un numero dato (reale o com- 
» plesso) è un numero complesso avente per parte reale 
» il valore aritmetico. del logaritmo del modulo, e per 
» Parte immaginaria il prodotto di i per l'argomento 
» del numero dato. L'argomento essendo dato all’infuori 
» di un multiplo di 27, il logaritmo di ogni numero ha 
» infiniti valori, aventi tutti la stessa parte reale, e le 
» Cui parti immaginarie costituiscono una progressione 
» aritmetica di ragione 27. , 

Es. Il'logaritmo di l'ha ivalori.0;# dre 44000 
Il logaritmo di — 1 ha i valori 7è ed in generale (2k + 1)rtd, 
essendo X un intero qualunque. Il-logaritmo di è ha i valori 


I 0 
(21 + 3)ni : 


Il teorema del $ 202, a) si estende ai logaritmi com- 
plessi, purchè s’intenda che “ la somma dei logaritmi dei 





(') D’ora in avanti si tratterà esclusivamente di logaritmi na- 
turali. 
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» fattori (comunque ne siano presi i valori) è uno dei 
» Valori del logaritmo del prodotto. , Un’analoga osser- 
vazione vale per gli altri teoremi di quel paragrafo. 

306. Considerando, nella (1), x come funzione di y, 
si ha la funzione logaritmica 


= BIS 


Essa è una funzione complessa di variabile complessa, 
che ha infiniti valori 0 determinazioni (fra loro congruenti 
rispetto a 27) per ogni valore della variabile. 


Fra queste determinazioni se ne può considerare una spe- 
ciale; ad es. quella (detta talvolta valore principale) per la 
quale la parte immaginaria è compresa fra — mè e ré (il primo 
estremo escluso). 

Quando si voglia togliere ogni ambiguità, si potrà indicare 
con log questo valore principale; così si avrà: 


Se y è reale positivo, il valore principale coincide col valore 
aritmetico, che abbiamo già indicato con log y. 
a) La funzione logaritmica è continua. Infatti, se 


i) È oe! è 


logy= logo + è0; 


ora si può variare il modulo e l'argomento di y di tanto 


poco che le variazioni di logo ($ 301) e di è9 siano en- 
trambe in valore assoluto inferiori ad 5; dove e è piccolo 


a piacere; la variazione di logy è allora in valore asso- 
luto minore di e. 


Naturalmente, la continuità del logaritmo di x si ha per quelle 
determinazioni in cui varia con continuità l’ argomento di x. 


b) La funzione logaritmica è derivabile. Siano in- 


fatti A V’incremento di y, X l'incremento corrispondente 
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di x. Si ha dal $ 278, qualunque sia il modo con cui % 
tende a zero 


h 
H -. ex 
h=k=0 Ke 
onde 
; di 1 1 
limta —ée? Saga 
n=k—0 € Y 


Talchè esiste per il rapporto incrementale di log y il li- 


| 1 

mite determinato 31 cioè: 

4 DI È 
(4) OB iva 


Si avverta che mentre la funzione log y è a più valori, la 
sua derivata è ad un sol valore. 

Si noti ancora che la regola Dx” = ma”! non poteva for- 
nire 27! come derivata di alcuna potenza; vediamo ora come «7! 
risulti la derivata di log «. 

Il teorema sulla derivazione di funzione di funzione dà 


p'(0) 
(e). 





TR l0s Da 


perciò si dà, al rapporto fra la derivata di una funzione qual- 
siasi e la funzione stessa, il nome di derivata logaritmica della 
funzione in discorso. 


307. Se a, x sono due numeri qualsiansi, si ha 
(5) ax = ex log do 


intendendo con log a uno qualunque dei valori del loga- 
ritmo di a. La (5) esprime un teorema già dimostrato per 
a positivo ed «x reale, e che il lettore dedurrà immedia- 
tamente dal $ 295, a) per a qualunque ed «x reale. Per 
x complesso, la (5) si assumerà come definizione, e co- 
desta definizione si scorge immediatamente essere con- 
forme ai requisiti del principio di permanenza. 
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Ne consegue senz’altro la risoluzione dell’ equazione 
esponenziale 


per a e c qualunque; ne viene 


CRLODG 
17 toga’ 


dove tanto al numeratore che al denominatore si può 
: prendere una qualunque delle possibili determinazioni del 


3 logaritmo. 
ba 308. Dalle formule del $ 289 5 
a eix — evi ei 4 ei 
- da cui risulta 
(7) TA AA 


possiamo proporci di ricavare il valore di x conoscendo 
n. il seno s, il coseno c o la tangente t. 
Per il seno, si avrà 


e%in — Qsieiv — 10, 


onde j 
- " 1 £ È 
< (8) arc sens= > log (is © VEL — s?). 
% Questa formola mostra, in coincidenza con quanto in- 


segna la trigonometria, che si hanno per l'arco seno i 
due valori: 


0 Pe 1 SH IEIRGÌ LISA 
tr rlog(is + VI—#), log (is— VI— #5) 


LA la cui somma è 


Togr 1 
“ i rlog(-1)=7, 
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e inoltre, che ad ognuno di questi valori si può aggiun- 
gere un multiplo arbitrario di 27. 
Per il coseno, si ha 


ein — dee +1 =0, 
onde 


LI attori 
(9) ALOE Ci x log (c Gale iVI1 ar Ik 


vale un’ osservazione analoga a quella del caso prece- 

dente: si hanno due valori la cui somma è 27, e inoltre si 

può, a ciascuno, aggiungere un multiplo arbitrario di 27. 
Infine, per la tangente si ha 


oi 
{ iena ezie ch; ch 
onde 
1 14 è 
(10) arctgt—= Di log ssa 


Ad un valore del logaritmo potendosi aggiungere un 
multiplo arbitrario di 2ri, ad un valore dell'arco tangente 
si può aggiungere un multiplo arbitrario di 7, come si sa 
dalla trigonometria. 


Si noti che le formule (8), (9) e (10) valgono non solo per s, 
c reali e compresi fra — 1 e + 1, e # reale, ma per qualsivoglia 
valore reale o complesso di s, c, t. 





D - SERIE LOGARITMICA ED APPLICAZIONI. 


309. Consideriamo la serie di potenze di «: 
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Se in questa serie formiamo i) rapporto 0, fra un 
termine ed il precedente, troviamo 


(n—_1)x. 
\ Pi n ) 
il cui limite per n= cc è evidentemente — x. La serie 


maggiorante 
Ie” 


n 


è dunque convergente ($ 160) per |a|< 1, divergente 
per |2|2=1, e quindi la (1) ammette il raggio 1 di con- 
vergenza. 

Sulla circonferenza di convergenza (0, 1), la serie è 
divergente per x = — 1, poichè si riduce alla serie armo- 
nica; per x =1 essa dà la serie semplicemente conver- 


gente ($ 169) 
(2) 1 


Si può vedere che la serie converge per ogni altro 
valore di x posto sulla circonferenza (0, 1). Preso infatti 


mi mn 


CC 
II 
+(irti, 














9 4 


moltiplichiamo per 1+ «; viene 


a ai a (1)tIant] 
oo pre ent) n(n—1) n 





(1+x)S,=x + 


ossia, indicando con $,’ la somma dei primi n termini 
nella serie 
9 (—1)"a” 
S'— x +) nn — 1)° 
n= 
si ha 
tan | nolgnt1 
1+25,=5," + n Gee si i 


23 
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Ma la S'è assolutamente convergente per 





e|=1 ($ 149, c), 





onde 
(1+2ax)limS,=lim S&S; 
eccettuato il valore x =— 1, cioè la serie (1) è conver- 


gente per ogni a avente per modulo l’ unità, eccettuato il 
solo valore a = — 1. i 

310. Nel suo cerchio di convergenza la (1) è derivabile, 
mediante la derivazione termine a termine. Se dunque 
)(x) è la somma di (1), e \/(x) la sua derivata, sarà 


VN(a)=1—a+a0°—.+(10)°e+.., 


la cui somma, per |e|]<1, è ($ 149, d) 





NIE era 


D'altra parte, da quanto si è visto nel $ 306, d), la 


derivata di log (1 + x) è 





(3) D log (1 MI) 

ne segue ($ 255) che, per x reale, le funzioni (x) e log (1+ «) 
non differiscono che per una costante. Siccome poi il citato 
teorema del $ 255 si estende senza difficoltà alle funzioni 
derivabili di variabile complessa ('), così anche per a com- 
plesso vale la stessa conclusione. Per x reale, log (1+ «) 
non differisce pure dal valore aritmetico 10g (1+ x) che 


(1) Basta infatti, date le funzioni in un’area C, considerare le fun- 
zioni stesse lungo i varî segmenti di retta contenuti in C' e passanti per 
l’origine (cioè per valori di x aventi argomento costante) e, su queste 
rette, applicare il teorema del $ 255 separatamente alla parte reale e 
e all’immaginaria delle funzioni medesime. 
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per una costante (multiplo di 277), onde, essendo c indi- 


pendente da %, Da 
\(a)— log (1+a)=c. 


Ma, facendo *=0, A(x) si annulla, come mostra la (1), e così 
anche log (1+ x); onde viene c—=0, e si ha 


(4) Ma)= log (1+ x) 


per « reale e compreso fra —1 e +1. Per x complesso, 
)(#) essendo continua, il secondo membro darà una de- 
terminazione del logaritmo che si deduce con continuità 
da log (1+ x) e che quindi — come mostra la considera- 
zione dell’argomento di 1+x che rimane evidentemente 


qUWETTE GA ZIITNE 
o9°5 — Sarà il valore principale. La (4) 
vale dunque per tutti i valori di x tali che sia |e|<1. 


compreso fra — 





Per essere la (1) convergente per |a|= 1, eccettuato 
x= — 1, e per la continuità del logaritmo, risulta dal 
$ 270 che la (4) vale anche sulla circonferenza di con- 
vergenza. Così, in particolare, per a=1 si ha la somma 


della serie (2): 


Riassumendo: “ la serie 


00 


(— Lt 
ylle 


n=0 


,» © convergente assolutamente per |x|< 1, semplicemente 
» per |x|=1, eccettuato il valore x= —1 per cui è diver- 


(1) Non potendo, d’ora innanzi, esservi equivoco, si ommette di 
segnare il valore principale. 
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» gente. Dove è convergente, la sua somma è il valore 
» principale di log (1+ ). , 

Per questa ragione, alla serie (1) è stato dato il nome 
di serie logaritmica. 

311. a) Dalla formula ora stabilita 








(— il ir Al x 9x3 

(4) log (+= STES EL E RI 
risulta 

&: a Cere 

(5) odi rd dei ci nr 
da cui, sottraendo: 

È 1, LAS rea x dre: 

(6) 9108 7_ baresi pa 


b) Essendo a un numero qualsivoglia, si prenda 
c arbitrario, purchè soddisfi a 


\el>ja—c]; 


si ha allora 


loga=log(c+a—c)=loge+1og(1+°*). 





All’ultimo termine è applicabile lo sviluppo mediante la 


serie logaritmica, talchè si avrà 


E) n nl (a—c)" Co 
(7) loga = loge NI (1) rn 
i ne 
0 
Basta dunque conoscere il valore di log e per potere, da 
questa serie, ottenere log a: arrestando la serie ad un suo 
termine conveniente, si potrà, nella pratica, avere il valore del 
logaritmo con quell’ approssimazione che si desidera. 
c) Si ha, dalla (7), » essendo un intero maggiore 
d’uno: 
i i I 1 1 1 
100° (22 Ge — 00° n ZE ein E Sim im: seo 
s( ) È N ONE 


ce 


Ma si ha 


1 aio E 
Qnm — Bn? CS dpi < On? sn 2n ti RE ata 


Si può dunque porre 


log (n+1) 1 j) 
ran ian rad De pra 
log n nlogni ‘n°log n’ 





(8) 


dove f è un numero positivo variabile con n, ma sempre 


minore d’ uno. 





Similmente 
log (n—1) 1 9 
log n nlogn @»’logn 


d) Cambiando nella formula (6), a in ix, e ricor- 
dando la (10) del $ 308, si avrà, per |x|<1: 


LÌ x oe 








9) arctgx =r—g3+t+rtTtts3t. 
d 8 3 DO 
posto 

a=arctga, 
questo sviluppo equivale ad 

ipa prag Loto 
LE) a=iga— + D+} 
( / (©) 3 5 7; D) 


nel campo reale, essa vale per — 1 < tg x < 1, cioè per 
T_ Sg 
tes a X - 
A AS 


se nella (9) si fa x = #1, la serie resta convergente. 


: gli estremi sono inclusfr poichè si vede che 


e) La formula (9’) valendo per a = 7; applichiamola 


a questo valore; otteniamo: 


(10) 


— 358 — 


serie che può servire al calcolo del rapporto della circon- 
ferenza al diametro, ma che è poco pratica in causa della 
sua lentissima convergenza. (!) 

Però è possibile di dedurre, dalla (9’), alcune serie 
più adatte al calcolo di 7 perchè più rapidamente con- 
vergenti. Per averne un esempio, si faccia in (9°), prima 


1 : 
tga=3ZI polse:g ==? 

















35 viene 
1 1 1 egg! Li 1 
Diigo PI Se 009 Urra PLS Snia 
onde 
Salire Leggo Baarri La 1 
a+ =35+373lataltolote)_— 
Ma essendo 
DL 
toa +tg0' Sa 
1—-tgatga’ (RITA: 
l1—-3 
6 
ne segue che è a + = onde per il calcolo di 7 si ha 
la serie 
UO 1 
(11) n=4 Mm+ 1 gini 1 genti ’ 
n=0 


di convergenza assai più rapida della (10). 

312. La considerazione della serie logaritmica per- 
mette di dare speciali criteri per la convergenza delle 
serie. Ne diamo qui un esempio. 

a) Premettiamo che “ la serie 


mul 
<= nlogn 

(*) Occorrerebbe di prendere più di 200 termini nella (10) per 
avere le prime cinque cifre decimali di x. è 


= 
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» © divergente. ,, Infatti, essendo m un intero maggiore 
di 2, log m è positivo; d’altra parte la serie (12) converge 


o diverge ($ 163) insieme alla 


y m” 1 Si 
lm” log m” — log med n° 
che è la serie armonica, e perciò divergente. 
b) Ciò posto, dimostriamo il seguente criterio: 
“ La serie a termini positivi Za, è convergente, se 


» da un indice in poi è 





1 
(13) nlog (2° —1—- a) Calez15 


nA1 


» divergente se è da un indice in poi 





di, 1 
(14) n log nl ilo << es 
nA-1 n 


Consideriamo infatti 1’ espressione 


An 





(15) Va =nlogn- — (n+1)log(n+1) 


An 41 


che si ha dall'espressione di KuMMER ($ 161) facendovi 








b, =nlogn. Essa si può scrivere: 
a 1\log(n+1 
nlogn:—— —nlogn- (i E ) 5 Pali, 
n+1 d n log » 


e per la (8) del $ 811, la (15) diviene 


dei na 
EGO ERIN Fa (+ atoza osa) | 


ossia 





a Ia 
A log n( _1_--]J-1--+-+4. 
Uni n IAN 
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Pertanto, se vale la (13), sarà a partire da un dato 
indice 
get 
e. d- —— 


Aly {(h>1) 


1 
et e N ta 
n 


e poichè gli ultimi tre termini tendono a zero pern=0c, 


sarà da un » in poi 
ppt MI 


x 


perciò ($ 161, a) la serie Ya, è convergente. 
Se vale invece la (14), sarà: 





1 
Nn <h-1=- TH + 2% le, 
n n n° * peri; 


e quindi, da un valore di » in avanti: 
Valea 


perciò, essendo la (12) divergente, è applicabile il criterio 
del $ 161, c) e la serie Za, è divergente. 


Applicando il criterio ora dimostrato, si ha subito che 


i 1 
(18) >. n (log n)*? 


Li 


dove x è un numero reale qualsivoglia, è convergente per x — 1 
e divergente pera <1. Nel caso di «= 1, stato testè trattato 
direttamente, la serie è divergente. 


313. La considerazione della serie logaritmica ci per- 
mette pure di dimostrare un’importante proposizione sui 
prodotti infiniti a termini reali, che vale a completare il 
teorema del $ 180 sui prodotti infiniti a termini positivi. 

Teorema. “ Se la serie a termini reali Xb, è con- 
, Vergente, il prodotto infinito ’ 


(17) I(1-+5,) 
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» è convergente o divergente insieme alla serie Yb,? e 
» nel caso della divergenza, il limite dei prodotti parziali 
sreclo- zero: 

Osserviamo dapprima che, per la convergenza di Xb,,, 


i 1 RSS N he 
si può supporre |b,,| <5 da un indice n in poi, e non vi 
è restrizione a supporre n= 1. 
Osserviamo poi che, posto 
n n 
Pisidia (14): 
vt vasi 
dove si considera il valore aritmetico dei logaritmi, si ha 
priora 04 10 Pr. 


e quindi, per la continuità delle funzioni esponenziale e 
logaritmica, se $, e P, avranno i limiti rispettivi S e P, 
sarà 

bis ai 10 TAL 
inoltre se S è + 00, P è pure + c0, ese Sè — co, è P—0, 
mentre se $S è finito, P è finito e diverso da zero. 


2 | : 1 1 
Ciò posto, notiamo che se è —- <x<_., nello svi- 





D p; 
luppo 
è x 2 3 
x XL 
los1+a)=xaT— += 
g(l+2) +3 
si avra 
a 23 a chi I° 
e perciò 
x ; 963 ac' Bi, 
ar + RO) 2» IC ; 
D d 4 È 


sì può quindi porre: 


log (1+x)=x— Br, 





CERO SI IA I 


essendo 0 un numero positivo minore dell'unità. Perciò 
sarà in &,: x i 
log (1+0,) = bd, — 0vbyÈ, 


dove 0,, 0,,... 0y,.. sono positivi e minori dell’ unità, e. 
Quindi gog À 
5 n Ta 
n Xx Di RE x Ou0vt 
val v=1. 
Ora la serie Xd, è supposta convergente; quando lo sia 
pure X5,*, lo sarà anche X0,0y? ($ 158, a) e quindi $, ha 


limite: il prodotto infinito (17) è dunque convergente; È 


quando invece sia divergente Xb,?, S, tende a — oc; 


P, tende allora a zero, cioè ($ 176) il prodotto infinito è 


divergente. 
Come esempio, il prodotto 


(i a+) 


è convergente. 


FINE DELLA PRIMA PARTE. 
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